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图 灵 社 区 的 电子 书 没有 采用 专 有 客户 
端 ， 您 可 以 在 任意 设备 上 ， 用 自己 喜 
欢 的 浏览 器 和 PDF 阅读 器 进行 阅读 。 
但 您 购买 的 电子 书 仅 供 您 个 人 使 用 ， 
未 经 授权 ， 不 得 进行 传播 。 

我 们 愿意 相信 读者 具有 这 样 的 民 知 和 
觉悟 ， 与 我 们 共同 保护 知识 产权 。 
如 果 购 买 者 有 侵权 行为 ， 我 们 可 能 对 
该 用 户 实施 包括 但 不 限于 关闭 该 帐号 
等 维权 措施 ， 并 可 能 追究 法 律 责任 。 
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样 的 数学 话题 , 以 独特 的 分 析 角 度 和 幽默 风趣 的 语言 , 在 日 常生 活 中 寻找 意 想 
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数学 有 什么 用 ? 

从 事 数 学 工作 的 人 总 被 问 起 : 数学 有 什么 用 ? 不 管 是 学 者 、 教 授 、 
学 生还 是 普通 的 爱好 者 ， 总 得 为 自己 喜欢 数学 找 个 理由 。 有 些 人 问 得 
还 算 坦诚 ， 比 如 :“ 代 数 是 用 来 做 什么 的 ?” 或 者 : “统计 还 有 点 用 处 ， 
晶 我 真 不 知道 函数 能 有 什么 用 。” 有 些 人 则 略 带 嘲讽 :“ 我 真 搞 不 懂 数 
学 ， 这 玩意 儿 什 么 用 也 没有 。” 或 者 :“ 现 在 都 有 计算 需 了 ， 还 研究 个 
什么 劲 儿 啊 ?” 这 些 话 确实 有 些 恼 人 ， 那 该 如 何 回 答 呢 ? 

我 们 大 致 可 以 从 两 方面 反驳 “数学 无 用 论 "。 一 方面 ， 可 以 说 说 数 
学 的 实际 用 途 : 比如 ， 数 论 ” 就 是 加 密 的 基础 ， 没 有 加 密 ， 银 行 交易 就 
会 十 分 不 安全 ， 而 代数 ”和 逻辑 则 是 信息 科学 不 可 分 割 的 一 部 分 ; 金融 
中 要 用 到 概率 ， 生 物 学 家 也 要 用 概率 来 分 析 生 物 可 能 的 进化 过 程 ; 有 
了 图 论 ， 全 球 定位 系统 【GPS ) 才能 找 出 道路 网 络 上 两 点 之 间 的 最 短 
路 线 ; 更 不 用 说 分 析 学 ”和 物理 学 之 间 的 紧密 关系 了 。 

另 一 方面 ， 我 们 可 以 让 人 感受 一 下 “数学 之 美 ”。 这 里 不 是 要 说 
“ 自 相 似 ” 的 分 形 几 何 之 美 ， 如 宝塔 花 荣 的 奇妙 外 形 或 布 列 塔 尼 蚁 晨 曲 
折 的 海岸 线 ， 也 不 是 为 人 津津 乐 道 的 黄金 比例 一 一 传说 中 ， 是 它 造就 
了 古 希 腊 帕 特 农 神 庙 的 完美 比例 ， 而 且 我 们 的 银行 卡 也 是 按 它 制作 的 。 
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D 数论 研究 整数 的 性 质 及 其 运算 ， 如 质数 、 平 方 等 。 

© 代数 可 定义 为 研究 数学 对 象 之 间 变 换 关 系 的 科学 ， 如 几何 中 的 对 称 就 是 一 

© 分 析 学 是 数学 的 一 个 分 支 ， 研 究 函 数 的 性 质 及 其 变换 ， 如 极限 、 连 续 、 导 
数 、 积 分 等 。 
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“数学 之 美 ”不 是 视觉 上 的 美 ， 而 是 数学 给 人 带 来 的 精神 愉悦 。 如 果 一 
个 公式 能 把 两 个 相去 其 远 的 领域 联系 起 来 ， 我 们 就 可 以 称 之 为 “ 美 ”。 
比如 ， 等 式 1+ 1/22 + 1/3? + 1/ 人 +… = XT/6 把 x 与 无 穷 数列 联系 了 起 
来 。 如 果 一 个 证 明 简 洁 奇 妙 ， 另 辟 蹊 径 ， 那 也 可 以 说 它 十 分 优美 。 但 
是 ， 如 果 对 方 认定 了 数学 没什么 用 ， 那 以 上 这 些 回答 都 不 能 让 他 满意 。 
制造 手机 当然 需要 许多 软件 和 硬件 方面 的 数学 知识 ， 但 手机 用 户 完 全 
不 用 懂得 那么 多 。 欧 拉 恒 等 式 在 数学 家 眼 里 十 分 优美 ， 因 为 它 把 所 有 
数学 基本 常数 时 括 在 一 个 公式 里 ， 但 在 普通 人 看 来 ， 这 没有 什么 了 不 
起 的 。 

那些 问 “ 数 学 有 什么 用 ”的 人 ， 是 想 让 别人 用 一 名 话 点 醒 他 ， 为 
什么 会 有 人 对 这 些 抽象 的 问题 乐此不疲 ， 而 不 管 有 没有 实际 意义 ? 数 
学 专业 人 十 或 者 爱好 者 能 给 的 答案 也 只 有 自己 由 更 的 喜爱 之 情 了 ， 而 
正 是 这 种 喜爱 之 情 ， 反 而 能 让 旁人 认同 。 有 人 喜欢 数学 ， 有 人 喜欢 收 
迪士尼 小 徽章 ， 这 在 本 质 上 没有 什么 不 同 。 

现在 ， 让 我 们 试 着 从 第 三 个 角度 来 回答 “数学 有 什么 用 ”的 问题 。 
这 本 书 深入 浅 出 地 列举 了 数学 在 日 常生 活 中 的 “具体 ”应 用 。 但 要 注 
意 的 是 ， 某 些 对 数学 家 来 说 很 具体 的 问题 ， 在 普通 人 看 来 可 能 并 非 如 
此 。 下 面 说 到 的 问题 包括 怎么 贴 疙 砖 、 怎 么 操 前 饼 、 怎 么 让 民主 更 民 
主 一 些 、 怎 么 闭 着 眼睛 赢得 法 网 公开 赛 ， 等 等 。 当 然 ， 还 有 最 重要 的 
问题 : 上 厕所 的 时 候 怎 么 选择 小 便器 。 数 学 能 解决 这 么 多 蒜 唐 的 趣 题 ， 
还 需要 找 什 么 具体 应 用 呢 ? 
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早餐 代表 我 的 心 一 


“亲爱 的 ， 天 亮 了 , 今天 是 2 月 14 号 
早餐 。 不 用 起 床 了 ， 就 在 床上 吃 。 好 丰盛 





， 我 特意 为 你 准备 了 
的 ， 有 刚 出 炉 还 冒 着 


热气 的 羊角 面包 ， 有 一 大 杯 我 刚刚 亲手 棕 的 杜 汁 ， 有 新 鲜 水 果 ， 


还 有 最 重要 的 ， 一 大 碗 牛奶 1” 
“你 对 我 太 好 了 ， 但 为 什么 有 牛奶 呢 ? 


x k k 





早餐 是 一 天 中 最 重要 的 一 餐 。 每 天 早上 ， 





你 知道 我 喝 牛 奶 不 消 
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FACER, LERGA, SAN 


E 够 的 伴 意 退去 。 如 果 你 














泡 了 碗 麦片 ， 冲 了 杯 咖啡 或 者 倒 了 杯 果 汁 ， 那 么 ， 在 阳光 的 照 炮 下 ， 
杯子 里 面 会 出 现 一 个 类 似 心 形 的 形状 ( 图 1.1 )。 
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1.4 阳光 照射 下 的 碗 里 出 现 心 形 ( 图 片 来 源 : © Gérard Janot, CC BY-SA 3.0 ) 


这 个 心 形 是 怎么 来 的 呢 ? 
答案 其 实 很 简单 ， 但 先 要 了 解 下 数学 家 是 如 何 定义 心 形 的 。 





画 一 颗 心 给 你 ! 


有 了 合适 的 方程 和 绘图 仪 ， 什 么 东西 都 可 以 画 出 来 。Wolfram 
公司 市 场 部 的 编辑 理 查 德 . 克拉 元 特别 擅 于 用 傅 里 叶 变 换 写 图 形 方程 。 
有 了 他 的 贡献 ， 我 们 才能 把 皮卡 丘 也 用 方程 表示 出 来 (图 1.2a ) 一 一 














(D Wolfram Research 是 一 家 美国 公司 ， 主 攻 数 学 领域 ， 其 产品 Mathematica 是 
一 种 科学 计算 软件 ， 其 开发 的 网 站 Wolfram1Alpha 是 一 种 计算 搜索 引擎 。 


01 早餐 代表 我 的 心 /3 


我 在 这 里 就 不 把 方程 写 全 了 ， o 一 页 纸 都 不 够 。 美 国 一 
所 高 中 的 数学 老师 J E - 雷 吉 斯 特 也 是 图 形 方程 的 好 手 。2011 
年 ， 人 (图 1.2b ) 发 到 了 网 上 ， 引 起 
了 禾 动 。 言 归 正 传 ， 数学 爱好 者 给 出 了 许多 心 形 方 程 ， 各 有 千秋 ， 
但 数学 界 “ 心 有 独 钟 ”: 他 们 认定 用 简单 方程 描绘 的 “ 心 形 线 ”( 图 
1.2c 和 图 1.2d )。 

心 形 线 在 英语 里 叫 作 cardioid， 这 个 词 来 自 和 希腊 语 : kardia 意 为 
“D, eidos 意 为 “ 形 ”。 心 形 线 有 许多 不 同 的 定义 方法 ， 但 是 异 曲 同 
工 (图 1.2)。 我 们 可 以 想象 一 个 圆 沿 着 男 一 个 圆 外 侧 深 动 而 不 滑动 ， 
不 动 的 圆 叫 作 “ 准 圆 "， 动 圆 上 某 一 点 的 轨迹 称 为 “外 摆 线 ”( epicycloid ), 
这 个 词 也 来 自 希腊 语 : epi 意 为 “上 ”，kuklos 意 为 “ 圆 ”。 准 圆 和 动 圆 
的 半径 相等 时 ， 就 得 到 了 心 形 线 。 如 果 动 圆 在 准 圆 内 部 ， 而 准 圆 的 半 
径 是 动 圆 的 2 倍 ， 也 会 得 到 心 形 线 。 

18 世纪 初 ， 布 莱 兹 . VIT RU ARGUS 斯 卡 在 对 摆 线 的 研 
究 中 提 到 了 这 种 曲线 ， 虽 然 言辞 含糊， 但 这 是 历史 上 首次 出 现 。 其 他 
数学 家 对 这 种 曲线 也 是 兴致 勃勃 。1708 年 ， 法 国 数学 家 菲利普 德 拉 
意 尔 证 明 心 形 线 的 长 是 准 圆 半径 的 16 倍 。 直 到 1741 年 ， 乔 瓦 尼 - 35 
卡 斯 蒂 利 奥 内 才 根 据 形状 将 其 命名 为 “ 心 形 线 ”。 
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图 1.2 几 条 有 趣 的 曲线 


(a) 理 查 德 . 克拉 克 的 皮卡 详 曲线 。 这 是 一 个 参数 方程 ， 
一 点 的 坐标 由 (x, y) 关 于 1 的 函数 确定 ， 刀 (x(t), y(0)s 
程 ， 完 整 的 方程 是 其 10 倍 长 。 

(b) 丁 马 修 . 雷 吉 斯 特 的 蝙蝠 侠 图 标 曲 线 。 
方程 为 基础 。 

(c) 尤 尔 根 科勒 的 心 形 曲线 。 

(d) 参数 方程 给 出 的 心 形 线 。 


起 初 方程 只 


有 一 个 解析 式 ， 


1 的 取 值 在 0 到 2r 之 间 ， 曲 线 上 某 
这 里 只 给 出 了 皮卡 详 轮廓 线 的 方 


以 椭圆 方程 和 直线 
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b) 
ID (M = 0.75)| _ p 
Y= 9 -b) i-em) 一 8 人 
id —3| (xy 
Y= 3 -RE3 (7) +1 
Il 二 4 (xy? 

ys CELA (7) + 

y= B|- 35-1 e a - qea-a iy -3 

a (0-75 — ixl) (xl — 0.5)] 

y= 3 pel + O75 V. (os — kl) (is] 0.5) 

- 10.5 — ill 

y — 2.25 5 — [xl 

y= e Y qas 0.5 Ix|) kii - e. YID Va- (Ix| — 1)? 
C) 

e 
y= 0.6 vk] + 
y= 0.6 yk] — 
d) 
x —sin(t) (1 + cos (t)) 
a(t) eent) } 0ct«628 





E12 ( 续 ) 
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第 二 种 构建 心 形 线 的 方法 是 : 取 圆 上 一 点 P， 以 圆 上 其 他 点 为 圆 
心 ， 作 经 过 点 P 的 圆 ， 所 有 这 些 圆 内 包 于 一 条 心 形 线 。 

更 让 人 意 想不到 的 是 ， 心 形 线 还 可 以 通过 数论 的 方法 来 构建 。 在 
圆周 上 均匀 地 取 100 个 点 ， 编 为 0 到 99 号 ， 然 后 把 各 个 点 与 编号 为 其 
2 倍 的 点 相连 ， 如 果 编 号 的 2 倍 大 于 等 于 100， 则 以 减 去 100 计 ， 即 编 
号 乘 2 得 100 则 对 应 点 0， 编号 乘 2 得 102 则 对 应 点 2。 按 这 种 方法 ， 
点 21 与 点 各 相连 ,点 53 与 点 6 相连 。 所 有 这 些 线段 形成 心 形 线 。 取 
的 点 越 多 ， 心 形 线 就 越 准确 (图 1.3 )。 




















图 1.3 构建 心 形 线 的 几 个 方法 


可 以 是 圆 的 外 摆 线 (a)， 也 可 以 是 经 过 圆周 上 一 点 且 圆心 也 在 此 圆周 上 的 圆 的 包 络 线 
(b)， 或 者 圆周 上 某 点 与 其 2 倍 编号 点 连 线 的 包 络 线 (c). 


说 了 这 么 多 ， 还 没有 解释 碗 里 怎么 会 有 一 颗 “ 心 "。 真 正 原因 是 ， 
心 形 线 是 圆 的 “ 散 焦 线 "。 








光 之 几何 


光线 照射 到 圆 形 容 需 的 边缘 ， 会 发 生 反 射 。 假 设 阳光 是 平行 光 ， 
让 我 们 来 观察 一 下 反射 光路 : 根据 光 的 反射 定律 ， 反 射 角 等 于 人 射 角 ， 
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即 反 射 光线 与 法 线 的 夹 角 等 于 入 射 光线 与 法 线 的 夹 角 ， 法 线 是 圆 在 入 
射 点 上 切线 的 垂 线 (图 1.4 )。 





图 1.4 光 在 曲线 上 的 反射 


根据 光 的 反射 定律 (又 称 “ 斯 内 尔 - 箭 卡 儿 第 一 定律 ” )， 反 射 角 (红色 ) 等 于 入 射 角 
( 蓝 色 )。 


阳光 视 为 平行 光 ， 照 射 到 杯 沿 并 经 过 反射 后 ， 汇 集成 的 曲线 就 是 
所 谓 的 “ 散 焦 线 ”， 与 所 有 反射 光路 相 切 。 这 里 的 散 焦 线 和 心 形 线 很 相 
似 ( 图 1.5a)。 

但 是 ， 这 样 得 到 的 曲线 并 不 是 真正 的 心 形 线 ， 心 形 线 与 圆周 不 会 
相交 。 其 实 ， 这 是 半 肾 形 线 ， 可 以 视 为 心 形 线 的 “亲戚 ”"， 因 为 它们 都 
是 外 摆 线 的 一 种 。 如 果 准 圆 的 直径 是 劲 圆 的 2 倍 ， 就 会 得 到 虹 形 线 
(图 1.6)。 肾 形 线 有 两 个 对 称 轴 和 两 个 回复 点 ， 即 曲线 好 像 要 往 回 走 的 
那 一 点 。“ 肾 形 线 ”这 个 词 英 语 为 nephroid， 也 来 自 希 腊 语 ,nephr6s 
意 为 “ 肾 ”。 这 听 起 来 就 没 “ 心 形 线 ” 那 么 浪漫 了 。 
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1.5 (a) 将 阳光 视 为 平行 光 ， 反 射 以 后 形成 的 “ 散 焦 线 ” 与 心 形 线 很 相似 。 这 其 
实 是 另 一 种 外 摆 线 ， 称 为 “ 肾 形 线 "。(b) 当 光 源 位 于 圆周 上 的 一 点 时 ， 才 
能 得 到 心 形 线 





-- TL 


图 1.6 如 果 准 贺 的 半径 是 动 加 的 2 售 ， 则 动 贺 上 某 点 的 轨迹 是 另 一 种 外 摆 绕 ， 称 
为 “ 肾 形 线 ” 


但 不 要 担心 ， 想 要 杯子 里 出 现 心 形 线 很 简单 ， 只 要 把 光源 移 近 一 点 
就 行 。 光 源 在 杯子 的 圆周 上 时 ， 出 现 的 就 是 标准 的 心 行 线 ( 图 1.5b )。 
下 一 个 情人 节 ， 你 就 可 以 省 着 点 过 啦 ! 不 用 去 高 级 餐厅 吃 大 和 餐 ， 只 要 


01 早餐 代表 我 的 心 /9 














一 孝 灯 和 一 硫 牛 奶 就 够 了 ， 然 后 再 给 他 或 她 念 一 首 诗 ， 完 美 ”! 











x k k 


如 果 你 是 外 摆 线 ， 你 会 是 一 条 心 形 线 。 

如 果 你 是 全 纯 函 数 ， 你 就 是 正弦 的 平方 ， 

而 我 就 是 余弦 的 平方 ， 我 们 刚好 合 二 为 一 。 
如 果 你 是 偶数 ， 你 会 是 28， 因 为 28 是 完全 数 。 
如 果 你 是 奇数 ， 你 依然 会 是 完全 数 。 

但 只 有 我 知道 ， 你 这 个 奇 完 全 数 的 存在 。 

如 果 你 是 对 数 ， 你 将 会 …… 那 个 …… 你 懂 的 。 





O 如果 你 真 的 这 么 做 了 ， 但 你 的 心上人 并 不 领情 ， 作 者 不 承担 任何 责任 。 
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“这 套房 在 顶层 ， 小 区 环境 优美 ， 舒 适 安静 。 不 远 处 就 是 火 
车 站 ， 地 下 有 停车 场 。 厨 房 配 套 齐 全 ， 房 子 有 地 热 供暖 。 从 阳 
台 望 出 去 整个 城市 一 览 无 余 ， 还 能 装 光 纤 宽带 。 每 周 六 早上 ， 
楼 下 还 有 有 机 农产品 市 场 。” 

“看 着 捍 好 ， 但 这 满 屋 子 镜子 是 怎么 回 事 啊 ? 从 厨房 都 能 
见 浴室 。” 


“ 蛾 ， 这 个 啊 ， 不 奇怪 ， 上 个 房客 是 搞 数 学 的 。 


x k 米 





WEE, TERNER ERD, PME, AE 
房 看 起 来 就 像 一 件 当代 艺术 作品 。 但 如 果 你 想 要 方正 的 户型 、 笔 直 的 走 
廊 ， 那 还 是 换 一 个 吧 ， 这 房子 曲 曲折 折 和 迷宫 似 的 。 更 引 人 注 目的 是 ， 
所 有 的 墙 上 都 挂 满 了 镜子 。 中 介 非 要 说 这 样 有 好 处 ， 因 为 从 房间 里 任何 
一 处 都 能 看 见 客厅 或 者 卫生 间 ， 而 且 开 一 划 灯 就 能 照 亮 整个 屋子 。 

但 你 还 是 有 点 顾虑 。 就 算 房间 里 挂 满 镜子 ， 真 的 随便 在 哪里 开 一 























02 R(T) 亮 你 的 家 /11l 





芳 灯 就 能 照 亮 整 套房 四? 如 果 房 子 是 工 形 的 ， 这 方法 应 该 可 行 ， 站 在 
角落 也 能 从 镜子 里 看 到 其 他 地 方 。 但 任何 房型 都 能 做 到 吗 ? 

要 回答 这 个 问题 可 不 容易 。20 世纪 50 年 代 末 ， 当 时 爱 因 斯 坦 ” 的 
助手 一 一 数学 家 恩 斯 特 ' 施 特 劳 斯 就 曾 提出 过 “ 镜 屋 问题 "。 但 直到 
1969 年 ， 维 克 多 克利 ” 才 发 表 了 “ 镜 屋 猿 想 ”"。 两 个 等 待 解答 的 问题 是 : 























e 所 有 多 边 形 镜 屋 都 能 从 房 里 任意 一 点 整个 照 亮 吗 ? 
e 所 有 多 边 形 镜 屋 都 能 从 房 里 至 少 一 点 整个 照 亮 吗 ? 


^ 


d 
e 
S 


惊 的 是 ， 这 些 问题 还 没有 令 人 满意 的 解答 。 第 一 个 问题 依然 
处 于 猜想 阶段 ， 而 对 第 二 个 问题 的 回答 则 饱 受 批评 。 我 们 来 看 看 为 什么 。 





彭 罗斯 台球 桌 








最 早 为 镜 屋 问 题 给 出 间接 解答 的 是 1958 年 12 月 25 日 发 表 在 《新 
科学 家 》 杂 志 上 的 一 篇 文章 。 彭 罗斯 父子 一 一 莱 昂 内 尔 : 彭 罗斯 ”和 罗 
杰 : 彭 罗斯 中 怕 大 家 在 圣诞 节 闲 得 没事 做 ， 便 提出 了 好 几 个 谜 题 。 其 中 









































QD 无 论 有 没有 联系 ， 都 要 提 一 下 爱 因 斯 坦 。 

D 维 克 多 .克利 也 提出 了 “美术 馆 定 理 ”， 它 确定 了 监控 一 个 美术 馆 需 要 多 少 
摄像 头 。 如 果 美 术 馆 是 一 个 N 边 形 ， 那 么 只 需要 MV3 个 摄像 头 就 足以 无 死 
角 地 监控 整个 美术 馆 。 

© 莱 昂 内 尔 . 彭 罗斯 在 成 为 数学 家 之 前 是 一 名 精神 病 医生 ， 他 和 儿子 一 起 创 
造 了 许多 不 可 思议 的 事物 ， 如 “ 彭 罗斯 阶梯 " ， 即 看 似 首尾 相连 的 阶梯 。 

© 罗 杰 : 彭 罗 斯 是 一 名 数学 家 ， 对 物理 学 也 有 突出 贡献 。1988 年 ， 他 因为 在 
广义 相对 论 领域 做 出 的 贡献 ， 与 斯 蒂 芬 ， 堆 金 共 同 获得 沃 尔 夫 物 理学 奖 。 
他 还 提出 了 “ 非 周期 性 彭 罗 斯 密 铺 法 "， 这 促使 了 几 年 后 准 晶 体 的 发 现 。 因 
此 ，2011 年 的 诺 贝 尔 化 学 奖 就 授予 了 准 晶 体 的 发 现 者 谢 赫 特 曼 。 
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一 个 问题 值得 我 们 注意 : 是 否 有 可 能 造 出 一 张 台球 桌 ， 有 A 和 B 两 个 
区 域 ， 从 A 区 域 击 出 的 球 永远 不 可 能 到 达 B 区 域 (反之 亦 然 ) ? 这 个 
台球 桌 没有 洞 ， 而 且 没 有 摩擦 力 ， 不 会 影响 球 的 运动 轨迹 。 如 果 有 个 
房间 和 这 种 台球 桌 同 样 形 状 ， 那 正好 是 施 特 劳 斯 第 一 个 镜 屋 问题 的 非 
多 边 形 反例 ， 因 为 球 的 轨迹 可 视 为 光线 在 每 面 镜 子 之 间 的 反射 光路 。 
萌 罗 斯 父子 利用 一 种 几何 形状 一 一 椭圆 的 光学 性 质 回 答 了 这 个 问题 。 
椭圆 就 好 像 压 扁 的 圆 ， 其 定义 为 到 两 个 定点 的 距离 之 和 为 常数 的 所 有 
点 的 集合 ， 这 两 个 定点 称 为 椭圆 的 焦点 。 椭 圆 形 台 球 桌 有 非常 特别 的 
ER: 如 果 我 们 把 球 放 在 一 个 焦点 上 ， 而 洞 在 另 一 个 焦点 ， 那 从 数学 
上 说 ， 球 必 进 洞 无 疑 ( 图 2.1 ) ; 而 如 果 我 们 把 球 放 在 两 焦点 连 线 的 线 
段 上 ， 则 球 的 反弹 轨迹 必定 与 此 线段 相交 。 正 因为 椭圆 有 这 样 的 性 质 ， 
我 们 可 以 构建 出 “ 茧 罗斯 台球 桌 ”( 图 2.2 )。 

椭圆 形 台球 桌 的 实际 情况 要 比 这 个 理想 的 数学 模型 复杂 得 多 ， 因 
为 除了 初始 运动 方向 ， 很 多 因素 都 会 影响 球 的 运动 轨迹 。 击 球速 度 和 
球 杆 与 球 的 碰 触 位 置 也 会 影响 球 的 反弹 角度 。 















































ry 





V 


/ VN NN 
图 2.1 椭圆 形 台 球 桌 





如 果 球 从 一 个 焦点 (紫色 ) 出 发 ， 则 必然 经 过 另 一 个 焦点 。 如 果 球 在 两 焦点 连 线 线段 
上 ， 则 球 的 轨迹 必 与 此 线段 相交 。 
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图 2.2 彭 罗斯 台球 桌 


从 B 区 击 出 的 球 永远 不 可 能 达到 A 区 ,反之 亦 然 。 


1978 年 ， 杰 夫 里 : 劳 赫 发 表 了 文章 《有 界 域 的 照明 》( Tllumination 
of Bounded Domains )， 优 化 了 彭 罗 斯 父子 的 模型 ， 提 出 了 一 种 “迷你 
高 尔 夫 球场 ”模型 ， 要 一 定 杆 数 才能 让 球 进 洞 〈 图 2.3 )。 有 此 形状 的 
房子 就 是 施 特 劳 斯 的 第 一 镜 屋 问题 的 非 多 边 形 反 例 ， 因 为 无 论 把 灯 放 
在 哪里 ， 都 会 有 照 不 到 的 区 域 。 


























图 2.3 ” 劳 赫 的 “迷你 高 尔 夫 球 场 ”模型 


高 尔 夫 球 不 可 能 借助 反弹 一 杆 进 洞 ， 至 少 需 要 5 杆 才能 完成 ， 此 模型 可 以 推广 。 

















不 管 怎么 说 ， 这 些 模 型 都 没 能 真正 解答 施 特 劳 斯 的 镜 屋 问题 ， 因 
为 它们 都 含有 椭圆 或 加 的 弧 ， 而 问题 里 说 的 是 多 边 形 。 
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托 卡 尔 斯 基 黑 屋 


直到 1995 年 ， 镜 屋 猜想 的 真正 反例 才 浮 出 水 面 。 让 多 边 形 的 镜 屋 
只 要 找到 特别 的 光源 点 。 


中 有 照 不 到 的 点 是 完全 可 能 的 ， 


a) 





b) 


图 2.4 托 卡尔 斯 基 和 卡 斯 特 罗 的 黑 屋 模型 


如 果 在 点 A 点 燃 一 根 火 桌 ， 点 卫 依 然 会 处 于 黑暗 之 中 ， 反 之 亦 然 。 观 察 一 下 光路 就 知道 ， 
从 点 A 出 发 的 光线 会 从 点 B 旁边 通过 ,但 永远 不 会 经 过 点 B。 


加 拿 大 人 乔治 托 卡 尔 斯 基 给 出 了 第 一 个 反例 。 这 是 一 个 26 X1 
形 ， 每 个 角 都 是 45” 或 90”， 如 果 将 点 光源 放 在 一 个 特定 点 上 ， 那 么 
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整个 屋子 有 一 个 点 肯定 照 不 到 (图 2.4 )。 这 个 模型 太 过 特殊 ， 因 为 只 
要 移动 点 光源 分 毫 ， 整 个 屋子 都 会 被 照 亮 。 两 年 后 ，D. 卡 斯 特 罗 优化 
了 这 一 模型 ， 将 26 边 缩减 为 24 边 ， 其 他 性 质 不 变 。 直 到 今天 还 没有 
出 现 边 数 更 少 的 模型 。 

这 是 怎么 得 出 的 呢 ? 为 了 理解 这 个 问题 ， 我 们 先 考 察 一 下 正方 形 
i ABCD 中 会 有 怎样 的 光路 。 假 设 一 东 激 光 从 顶点 A 射出 ， 如 果 照 
到 其 他 任何 一 个 顶点 ， 必 会 原 路 反射 回来 ， pas un E 
反正 不 影响 光路 。 如 果 光 线 射 到 正方 形 的 一 边 ， 那 就 会 发 生 反射 ， 而 
且 遵 循 反射 定律 ， ee r 
线 射 到 正方 形 的 一 边 后 ， 在 下 一 相同 正方 形 镜子 中 治 直 线 传播 。 如 果 
把 正方 形 镜 屋 复制 为 无 穷 多 的 方 格 ， 那 么 在 正方 形 内 折 来 折 去 的 光路 
也 可 以 被 视 为 无 穷 多 方 格 中 穿 过 的 一 条 直线 。 从 点 A 发 出 的 光 知 要 回 
到 点 A， 或 者 说 ， s 点 A 到 达 无 穷 多 复制 方 格 中 的 另 一 
个 点 A， 则 必须 至 少 一 次 经 过 B、C 和 DD 三 顶点 之 一 (图 2.5 )。 



















































































图 2.5 正方 形 ABCD 里 的 光路 图 


从 点 A 射出 的 光线 要 回 到 点 A， 必 须要 经 过 其 他 顶点 。 如 果 把 光路 视 为 无 穷 多 方 格 里 的 
一 条 直线 ， 就 好 理解 多 了 。 


利用 这 种 性 质 ， 我 们 可 以 制造 一 个 无 法 全 部 照 亮 的 黑 屋 ， 方 法 是 
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将 正方 形 ABCD 以 对 称 的 方式 重复 多 次 ， 让 所 有 顶点 B、C、D 都 处 
于 房间 的 角落 ( 图 2.6 )。 而 有 两 个 顶点 A 不 在 角落 。 这 样 一 来 ， 如 果 
光线 从 这 两 个 点 A 中 的 一 点 出 发 ， 要 到 达 另 一 点 ， 必 须 经 过 其 他 顶点 
至 少 一 次 。 但 所 有 其 他 顶点 都 在 角落 里 ， 光 线 照 到 这 些 顶 点 就 会 沿 原 
路 反射 回去 ， 永 远 不 可 能 到 达 男 一 个 A 点 。 于 是 ,我 们 构造 出 了 一 个 
多 边 形 黑 屋 ， 其 中 至 少 有 两 点 ， 从 这 两 点 出 发 的 光线 无 法 把 屋子 全 部 
照 亮 


=] 
JUO 





图 2.6 ”32 边 形 的 黑 屋 


这 座 黑 屋 以 正方 形 为 基础 构造 而 来 。 黑 屋 里 有 两 点 ， 从 这 两 点 出 发 的 光线 无 法 照 亮 整 
个 屋子 。 从 蓝 色 点 A 出 发 的 光线 要 到 达 另 一 个 蓝 色 点 A'， 必 然 要 经 过 其 他 颜色 的 顶点 。 
但 这 些 点 都 在 角落 ， 照 到 它们 的 光线 只 会 反射 回 起 点 A。 


以 同样 的 方式 ， 我 们 可 以 构建 出 其 他 黑 屋 ， 让 其 中 无 法 照 亮 的 点 
多 于 两 个 。 

不 仅 正 方形 可 以 用 来 构建 黑 屋 ， 一 些 特殊 的 三 角形 也 可 以 。26 边 
形 或 24 边 形 黑 屋 正 是 由 此 而 来 。 托 卡尔 斯 基 在 文章 中 还 提出 了 无 直角 
多 边 形 黑 屋 ， 用 内 角 为 % 72° 和 99° 的 三 角形 构造 而 成 。 
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图 2.7 无 直角 多 边 形 黑 屋 














总 之 ， 施 特 劳 斯 提出 的 问题 看 似 复 杂 ， 却 引出 了 出 人 意料 的 几何 
图 形 。 但 根本 问题 还 是 没有 得 到 解答 : 是 否 能 画 出 一 个 房间 ， 从 其 中 
任意 一 点 出 发 的 光线 都 无 法 把 整个 房间 照 亮 ? 是 否 能 找到 一 个 区 域 ， 
而 不 是 一 个 点 ， 从 该 区 域 无 法 把 整个 房间 都 照 亮 ? 多 边 形 “迷你 高 尔 
夫 球 场 ” 中 是 否 存在 一 个 洞 ， 至 少 需 要 三 杆 才能 把 球 打 进去 ? 这 些 问 
题 看 似 不 可 能 解决 ， 但 人 们 一 直 等 待 着 某 位 数学 家 进行 深入 研究 。 数 
学 爱好 者 们 加 油 ! 


























“看 着 都 挺 好 的 ， 这 套房 我 们 租 了 。 我 数 了 一 下 ， 连 阳台 上 
的 一 起 ， 一 共有 740 面 镜子 。 假 如 我 们 搬家 的 时 候 打 破 5% 的 
镜子 ， 按 照 法 国人 的 说 法 ， 打 破 一 面 镜 子 要 倒霉 7 年 的 话 ， 那 
我 们 一 共 要 倒霉 259 年 ， 平 均 每 人 129 年 零 6 个 月 。 考 虑 到 房 
租 ， 性 价 比 还 真是 很 高 呢 1” 
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“终于 把 这 些 倒霉 的 镜子 都 再 走 了 ! 墙 面 怎 么 装修 呢 ? 卧室 
里 贴 墙纸 应 该 不 错 ， 我 在 家 居 市 场 看 到 一 种 花 型 特别 棒 ， 贴 起 
来 一 定 很 漂亮 。 卫 生 间 的 墙 还 是 用 马赛 克 吧 ， 经 典 又 实用 。 

“ 挺 好 的 …… 但 我 还 有 别 的 想法 ， 说 给 你 听 听 啊 ………” 


x k 米 


瓷砖 可 不 能 随便 铺 ! 要 考虑 颜色 、 大 小 、 材 质 …… 而 且 瓷 砖 的 形 
状 绝对 不 能 选 错 。 方 形 的 瓷砖 虽然 整齐 ， 但 太 死 板 了 ， 试 试 六 边 形 的 
瓷砖 吧 ， 铺 出 来 是 蜂 罕 状 ， 或 者 用 第 15 种 可 密 铺 的 五 边 形 ， 看 起 来 非 





常 现代 ， 这 是 2015 年 10 








月 才 出 现 的 设计 。 








艺术 家 总 是 走 在 科学 家 前 面 。 早 在 《梦想 改造 家 》 这 类 电视 节目 
出 现 前 6000 多 年 ， 苏 美 尔 人 就 已 经 用 陶 片 来 装饰 墙 面 了 ， 古 罗马 也 处 
处 可 见 石板 铺 成 的 地 面 ， 而 伊斯兰 艺术 更 用 马赛 克 充 分 体现 了 周期 密 
铺 法 中 复杂 的 数学 原理 。 西 班 牙 格 林 纳 达 的 阿尔 罕 布 拉 宫 始 建 于 12 世 


纪 。19 世纪 末 ， 俄 国 数学 








家 叶 夫 格拉 夫 ' 费 奥 多 罗 夫 仔细 考察 了 其 中 
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的 墙壁 和 地 面 ， 共 找 出 了 17 种 密 铺 法 “。 

但 密 铺 问题 的 本 质 是 什么 呢 ? 所 谓 密 铺 法 ， 就 是 用 瓷砖 把 平面 严 
密 地 覆盖 起 来 ， 不 留 缝隙 旦 不 重 关 。 有 一 类 密 铺 法 是 周期 性 的 ， 即 次 
砖 间 有 平移 关系 。 密 铺 法 有 无 穷 多 种 ， 数 学 家 试图 找 出 它们 的 异同 ， 
从 而 了 解密 铺 问 题 的 本 质 ， 说 不 定 还 能 找到 新 的 密 铺 法 。 





最 多 17 种 墙纸 纹 





图 3.1 两 种 pmg 型 密 铺 法 


图 形 不 仅 在 平移 之 后 不 走样 ， 在 做 轴 对 称 (如 果 所 有 对 称 轴 都 平行 ) 或 中 心 对 称 之 后 也 
保持 不 变 ， 甚 至 在 滑动 对 称 ( 平移 之 后 再 进行 轴 对 称 ) 变换 之 后 ， 还 能 保持 效果 。 


区 分 两 种 不 同 的 密 铺 法 是 个 棘手 的 问题 ， 最 主要 的 办 法 就 是 看 对 
称 关系 。 所 谓 对 称 关系 ， 就 是 让 总 体 不 变 的 变换 。 以 图 3.1 中 的 两 个 





(D 这 17 种 是 否 都 能 在 阿尔 罕 布 拉 官 中 找 出 ， 数 学 界 还 有 争论 。 但 这 并 不 妨碍 
我 们 把 费 多 罗 夫 分 类 称 为 “阿尔 军 布 拉 定 理 ”。 
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图 案 为 例 , 第 一 个 由 四 六 边 形 ” 组 成 , 形成 箭头 和 “之 ”字形 ， 而 第 二 
个 由 四 边 形 组 成 。 

乍 看 之 下 ， 这 两 个 图 案 没有 什么 共同 点 ， 只 是 看 着 都 让 人 觉得 有 
种 波动 感 。 其 实 ， 这 种 感觉 恰恰 反映 了 这 两 个 图 案 的 共性 ， 它 们 都 是 
pmg 型 密 铺 法 。 如 果 我 们 仔细 观察 ， 就 能 找到 许多 平行 的 对 称 轴 : 在 
第 一 个 图 案 中 ， 对 称 轴 就 是 穿 过 蓝 色 箭头 的 黑 线 ; 在 第 二 个 图 形 中 ， 
对 称 轴 是 几乎 水 平 的 直线 。 但 事实 上 ， 这 两 个 图 案 还 有 许多 对 称 点 : 
如 果 把 第 一 个 图 形 绕 “之 ” 字 型 的 中 心 旋转 180? ， 还 是 会 得 到 一 样 的 
图 形 ; 而 第 二 个 图 形 的 对 称 点 是 平行 线 间 线段 的 中 点 。 人 们 按照 不 同 
的 对 称 关系 组 合 给 密 铺 法 分 类 ， 有 些 图 案 是 轴 对 称 ， 有 些 是 点 对 称 ， 
有 些 是 围绕 一 点 旋转 180°, 90° 或 60° 而 成 。 仔 细 研 究 过 所 有 的 对 称 
组 合 之 后 ， 我 们 发 现 归结 起 来 只 有 17 类 (图 3.2 )， 类 型 的 名 称 看 似 比 较 
费解 ， 如 p1、p2、p3、pmg、pgg、p4、p3ml， 等 等 。 这 是 品 体 学 的 
标准 化 命名 法 ， 此 处 不 再 缆 述 。 一 种 密 铺 法 中 所 有 的 对 称 关 系 合 起 来 称 
为 “平面 晶体 群 ”， 俗 称 “ 墙 纸 群 ”"， 每 个 群 代表 一 种 不 同 的 类 型 。” 

当 数学 家 看 到 一 种 周期 性 的 图 案 ， 他 的 第 一 反应 是 把 对 称 关 系 找 
出 来 ， 比 如 看 到 国际 象棋 的 棋盘 ， 他 会 把 四 个 方向 的 对 称 轴 找 出 来 ， 
再 把 对 称 点 和 009. 旋转 点 找 出 来 。 只 有 p4m 类 型 包含 了 所 有 的 对 称 关 
系 。 你 在 装修 卫生 间 的 时 候 可 千 万 别 选 这 种 密 铺 法 ， 样 子 太 普通 了 。 
不 过 还 有 那么 多 类 型 ， 挑 选 起 来 可 真 犯难 。 














































































































(D 沿 多 边 形 的 任意 一 边 作 延 长 线 ， 如 果 多 边 形 的 其 他 各 边 都 在 此 延长 线 同 侧 ， 
则 此 多 边 形 称 为 凸 多 边 形 ; 如 果 有 至 少 一 条 边 的 延长 线 使 得 其 他 各 边 不 在 
同 侧 ， 则 称 为 凹 多边形 。 第 一 个 图 形 中 的 六 边 形 是 个 很 好 的 止 多 边 形 的 例 
子 ， 因 为 它 有 一 边 就 是 “ 凹 ”进去 的 。 

@ 和 群 是 数学 中 一 个 很 重要 的 概念 ， 是 研究 几何 图 形 广义 对 称 最 合适 的 代数 形 
A, ENCORE, 

© 读者 若 对 墙纸 群 及 其 分 类 的 细节 内 容 感 兴趣 ， 请 参阅 维基 百科 Wallpaper 
group 词 条 。 一 一 编者 注 
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3.2 17 种 墙纸 纹样 群 ， 或 者 说 是 17 种 平面 晶 系 


每 个 群 对 应 周期 密 销 法 中 的 一 组 对 称 关系 。 图 中 的 对 称 轴 以 黑色 实 线 表 示 ，, 平移 再 轴 
对 称 的 对 称 轴 以 虚线 表示 。 如 果 是 围绕 一 点 旋转 而 成 ， 则 旋转 60% . 909 , 1209 和 
1809 的 点 分 别 用 绿色 、 蓝 色 、 红 色 和 黄色 表示 ， 由 此 可 知 绿色 、 蓝 色 和 黄色 的 点 也 是 
对 称 点 。 
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15 种 可 密 铺 五 边 形 


数学 家 经 过 很 长 时 间 才 意识 到 ， 有 意思 的 不 仅 是 对 称 关 系 。 如 今 ， 
他 们 发 现 用 来 铺 出 图 案 的 瓦 片 或 砖 块 更 值得 研究 ， 因 为 密 铺 单元 的 问 
题 更 复杂 。 那 么 ， 到 底 用 几 边 形 可 以 密 铺 平 面 呢 ? 

想 要 完美 地 回答 这 个 问题 ， 杷 怕 写 几 本 书 都 不 够 。 我 们 不 如 先 来 
看 看 最 基本 的 问题 : 用 哪 种 凸 多 边 形 可 以 规则 地 密 铺 平面 呢 ? 当然 ， 
必须 假设 这 些 多 边 形 完全 相同 上 且 互 不 交 丢 。 

首先 ， 我 们 可 以 试 试 正 多 边 形 ， 即 所 有 内 角 相 等 、 所 有 边 也 相等 
的 多 边 形 。 不 难看 出 ， 等 边 三 角形 、 正 方形 和 正六 边 形 都 可 以 密 铺 平 
面 。 但 正 五 边 形 不 行 ， 因 为 它 的 内 角 是 108* ， 这 样 一 来 ， 当 3 个 正 
五 边 形 相 拼 时 ， 内 角 和 达 不 到 360° ， 而 4 个 正 五 边 形 相 拼 时 ， 内 角 
和 又 会 超过 360° 。 同 理 可 得 ， 正 七 边 形 或 者 边 数 更 多 的 正 多 边 形 都 
行 不 通 。 

我 们 再 来 看 看 非 正 多 边 形 的 情况 。 首 先是 三 角形 : 两 个 全 等 三 角 
形 以 等 边 相 拼 ， 就 得 到 一 个 平行 四 边 形 ; 所 有 的 平行 四 边 形 都 可 以 密 
铺 平面 ， 所 以 三 角形 也 可 以 密 铺 平面 。 三 角形 的 瓷砖 没什么 稀奇 
的 。 那 四 边 形 呢 ? 我 们 知道 正方 形 、 萎 形 ， 或 者 更 广义 地 说 ,平行 四 
边 形 可 以 密 铺 平面 。 实 际 上 ， 任 意 四 边 形 都 可 以 密 铺 平面 ， 无 论 凹 凸 
(图 3.3 )。 
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3.3 任意 四 边 形 都 可 以 密 铺 平 面 


两 个 相同 的 四 边 形 可 沿 等 边 相 拼 ， 一 直 重 复 这 一 操作 ， 就 可 以 密 铺 平面 。 


是 六 边 形 就 有 点 意思 了 。 不 是 所 有 的 凸 六 边 形 都 能 密 铺 平面 ， 只 
有 3 种 可 以 : 第 一 种 ， 有 一 组 对 边 平行 且 相 等 ; 第 二 种 ， 有 两 组 等 边 ， 
且 有 三 个 内 角 和 为 360° ; 第 三 种 ,三 组 邻 边 相等 ， 且 其 夹 角 之 和 为 
360° (图 3.4 )。 不 符合 以 上 条 件 的 凸 六 边 形 无 法 密 铺 平面 。 这 一 类 解 
决 了 ,但 复杂 的 事情 还 在 后 面 。 








第 一 种 第 二 种 第 三 种 





图 3.4 三 种 可 密 铺 六 边 形 


我 们 再 来 看 看 凸 七 边 形 ， 很 快 就 会 发 现 不 可 能 密 铺 。1978 4E, Dt 
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万 ， 尼 文 就 已 经 证 明 ， 吓 七 边 形 或 更 多 边 形 不 可 能 密 铺 平面 。 想 要 瓷 
砖 铺 得 有 独特 性 ， 唯 一 的 希望 就 是 五 边 形 了 ， 这 也 是 最 复杂 的 问题 。 

最 古老 的 可 密 铺 凸 五 边 形 应 该 是 “开罗 砖 *"， 即 内 角 为 120° 、 
90° , 120° , 90° 、120° 的 五 边 形 (图 3.5 )。 这 种 砖 名 副 其 实 ， 因 为 
在 埃及 首都 开罗 的 地 面 上 真 的 能 看 见 它 的 身影 。4 个 这 样 的 五 边 形 可 
以 组 成 一 个 六 边 形 ， 然 后 再 通过 平移 就 可 以 密 铺 平面 。 





图 3.5 开罗 密 铺 法 


用 4 片 开罗 砖 ( 左 上) 组 成 一 个 六 边 形 (右上 ) 就 能 密 铺 平面 (下 )。 


那么 问题 来 了 ， 哪 些 凸 五 边 形 可 以 密 铺 平 面 ? 实际 上 ， 符 合 情 况 
的 五 边 形 有 无 穷 多 。 比 如 ， 只 要 五 边 形 有 两 边 平行 ， 就 可 以 密 铺 平面 。 
既然 “合格 者 ”有 无 穷 多 ， 那 么 一 一 列举 就 不 现实 了 。 让 我 们 分 类 来 
说 。 有 两 边 平行 的 五 边 形 算 作 第 一 种 。 

要 注意 的 是 ， 可 密 铺 五 边 形 的 分 类 与 对 称 组 合并 无 直接 联系 。 先 
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选择 一 种 可 密 铺 五 边 形 〈 密 铺 单元 )， 再 选择 一 种 对 称 组 合 ， 才 能 决定 
密 铺 的 方法 。 但 是 ， 有 些 组 合 在 实际 中 无 法 实现 。 

以 下 这 些 图 案 中 的 五 边 形 都 属于 第 一 种 可 密 铺 的 五 边 形 ， 却 能 实 
现 8 种 不 同 对 称 关系 组 合 ( 图 3.6 )， 可 见 两 者 之 间 没 有 决定 关系 。 


B 
Hie 


图 3.6 同 是 第 一 种 可 密 铺 五 边 形 ， 即 有 两 边 平行 的 五 边 形 ， 组 合 出 的 密 铺 形式 却 不 同 ， 
对 称 关系 组 合 包括 cm、p3、pgg 和 p6 
50 年 来 ， 到 底 有 几 种 可 密 铺 五 边 形 的 问题 一 直 基 而 未 决 。 德 国 数 
学 家 卡尔 ， 莱 因 哈 特 曾 给 出 5 种， 大 家 都 以 为 这 就 是 全 部 了 。 但 1968 
年 ， 美 国 数学 家 理 查 德 ， 克 什 纳 又 找到 了 3 种 新 的 可 密 铺 五 边 形 〈 第 
6、7、8 种 )。 而 且 他 认为 只 有 8 种 ， 没 有 更 多 了 ! 但 克 什 纳 并 没有 给 
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出 严格 证 明 。1975 年 ， 马 丁 . 加 德 纳 在 《科学 美国 人 》 杂 志 的 专栏 中 
介绍 了 克 什 纳 的 发 现 。 一 位 加 州 的 程序 员 理 查 德 . 詹姆斯 受 此 文 启发 ， 
又 找 出 了 一 种 可 密 铺 五 边 形 , 现 称 为 第 10 种 "但 詹姆斯 没有 尝试 证 明 
不 存在 其 他 可 能 了 。 
1977 年 ， 加 德 纳 又 发 表 了 一 篇 文 草 ,介绍 了 詹姆斯 的 发 现 。 这 篇 
文章 被 一 位 叫 作 玛 乔 丽 * 赖 斯 的 家 庭 主 妇 看 到 了 。 玛 乔 丽 未 受过 任何 
专业 数学 训练 ， 却 找 出 了 4 种 新 的 可 密 铺 五 边 形 。 这 真是 数学 爱好 者 
的 胜利 ! 
1985 年 ， 德 国 数学 家 罗 尔 夫 ' 施 泰 因 发 现 了 第 14 种 可 密 铺 五 边 形 ， 
并 证 明了 有 且 仅 有 14 种 。 但 几 年 之 后 ， 人 们 发 现 他 的 论证 有 漏洞 。 
2015 年 夏天 ， 三 位 美国 数学 家 凯 西 ， 曼 、 珍 妮 弗 . 麦克 洛 德 - 曼 和 大 
T8 ' 德 劳 用 计算 机 枚 举 法 找到 了 第 15 种 可 密 铺 五 边 形 。 这 太 出 人 意 
料 了 ， 因 为 大 家 都 已 默认 最 多 只 有 14 种 可 密 铺 五 边 形 ， 尽 管 没 有 证 明 。 
迄今 为 止 ， 人 们 共 找 到 15 种 可 密 铺 五 边 形 (图 3.7 )， 没 有 人 敢 断 
言 还 有 没有 其 他 的 可 能 。 一 个 五 边 形 可 以 同时 属于 两 种 类 型 的 可 密 铺 
五 边 形 ， 比 如 开罗 砖 就 同时 属于 第 2 种 和 第 4 种 。 

































































第 1 种 : 第 2 种 : 第 3 种 :A=C=D=120。 , 
D + E = 180° CD = EA fü C + E = 180° AB = AE fl CD = CB + DE 























O 你 没 看 错 ， 第 9 个 被 发 现 的 五 边 形 却 被 称 为 第 10 种 。 这 主要 是 因为 此 后 发 
现 的 另 一 种 类 型 与 第 8 种 十 分 类 似 ， 就 被 算 作 第 9 种 了 。 
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第 4 种 : A = C = 90° 第 5 种 : A = 120° , 第 6 种 : B+E=180°,C=2E, 
AB=BC=CD 和 EA=ED 


和 AB=AE 和 CB=CD 


C=60°,AB=AE 和 CB=CD 


A 
T 








第 7 种 : 
2A+D=B+2C=360° 
和 AB=BC=CD=DE 


2 


第 8 种 : 


2B+C=D+2E=360° 
和 AB=BC=CD=DE 


第 9 种 : 
2A+C=D+2E=360° 
和 AB=BC=CD=DE 








第 10 种 : A = 90。 , 
B + E = 180° , B+2 C = 360° 
3 AB = AE = BC + DE 





第 11 种 : A = 905, 
2B+C=360°,C+E=180° 
和 DC=DE=BC+2EA 





第 12 种 : A = 90。， 
2B+C=360°,C+E=180° 
和 CD=BC+DE=2EA 





第 13 种 : A = C = 90°， 
2B+D=360° 
和 CB=CD=1/2DE 


E 
M 








第 14 种 : A = 90^, 
2B+C=360°,C+E=180° 
和 DC=DE=2BC=2AE 


YS 
m 


~ 





第 15 种 : A = 150°, B = 60^, 
C= 135°, D=105°, E=90° 
fll EA = ED = BC = 1/2 AB 
~ 


a 
= 
I2 





图 3.7 15 种 可 密 铺 五 边 形 
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今天 ， 密 铺 法 依然 是 许多 数学 问题 的 研究 对 象 。 虽 然 周 期 性 密 铺 
的 分 类 已 经 基本 被 掌握 ， 但 还 有 许多 问题 尚 待 解决 。 非 周期 性 密 铺 ， 
即 密 铺 单 元 不 按 一 定 规律 重复 的 密 铺 ， 也 有 许多 发 现 ， 如 1970 年 发 现 
的 蓝 罗 斯 密 铺 (图 3.8 )。 以 上 这 些 密 铺 都 是 在 二 维 平 面 上 进行 的 ， 但 
我 们 也 可 以 把 问题 扩展 到 三 维 空间 ， 这 时 就 不 止 17 种 对 称 组 合 了 ， 而 
是 有 230 种 之 多 。 喜 欢 抽象 思维 的 人 甚至 可 以 推广 到 更 多 维 空间 。 

密 铺 问题 本 来 只 是 数学 家 的 小 娱乐 ， 但 数学 就 是 这 样 ， 只 要 假 以 
时 日 ， 就 会 在 其 他 学 科 中 找到 用 武之 地 。 晶 体 学 ， 即 从 原子 层面 研究 
品 体 结构 的 科学 ， 就 用 到 了 三 维 密 铺 法 来 研究 原子 的 排列 方式 ， 而 某 
些 非 周期 性 密 铺 则 为 准 唱 体 研 究 提供 了 优秀 的 模型 。 

然而 最 重要 的 是 ， 人 人 都 可 以 铺 出 与 众 不 同 的 卫生 间 啦 1 








3.8” 彭 罗 斯 非 周 期 性 密 铺 


其 基本 单元 为 鞭 形 ， 大 鞭 形 的 内 角 为 72。 和 1089. , DWH 08829 369. 和 144° 。 
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米 米 六 


“我 觉得 还 是 用 第 14 种 可 密 铺 五 边 形 的 瓷砖 吧 。 很 有 设计 
看 着 又 现代 ， 有 个 性 ， 用 在 卫生 间 真 是 完美 。 你 知道 哪里 





04 





青梅 竹马 分 披萨 一 


“亲爱 的 ， 披 萨 到 了 ， 快 来 吃 吧 ， 等 会 儿 凉 了 就 不 好 吃 了 。 
不 用 拿 刀 又 了 ， 已 经 切 过 了 1” 

“和 阿 ， 太 好 了 ， 我 们 平分 吗 ? 我 一 半 你 一 半 ?” 

“我 也 想 啊 ， 但 有 个 问题 ……” 


x k k 





今天 晚上 ， 你 和 爱人 决定 点 个 外 卖 披萨 ， 在 家 看 一 通宵 的 电视 剧 。 
你 们 惊奇 地 发 现 : 第 一 ， 在 《上 废 此 联盟》 里 ， 阿 拜 德 在 平行 时 空 有 个 
IED; 第 二 ， 一 种 怪 病 侵袭 了 整个 外 卖 披 蔷 界 ， 披 村 永 远 切 得 
大 小 不 一 。 面 对 现实 吧 ， 切 披萨 的 人 肯定 不 懂 三 角 函 数 和 高 斯 — 旺 策 
尔 定理 "， 才 会 把 一 块 “ 奶 酪 大 会 ”披萨 切 得 乱七八糟 。 
这 时 ， 如 何 把 一 块 块 的 披萨 平分 给 两 个 人 呢 ? 难点 在 于 ， 每 块 披 















































中 高斯- 旺 策 尔 定理 是 平面 几何 的 一 条 定理 ， 益 述 了 尺 规 作 图 等 分 圆周 的 充 
要 条 件 。 根 据 此 定理 ， 仅 用 尺 规 ， 圆 周 可 以 2、3、4、5、6 等 分 ， 无 法 7 
或 9 等 分 。 
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ARKAD 





， 要 不 然 也 不 会 这 么 麻烦 。 


洱 好 ， 有 个 定理 专门 针对 这 个 问题 ! 实际 上 不 止 一 个 定理 。 纵 观 
历史 ， 数 学 家 们 吃 着 披萨 找到 了 为 数 众多 的 方法 。 

1967 年 5 月 号 的 《数学 杂志 》 上 刊登 了 一 道 题 : 披萨 被 切 成 不 规 
则 的 8 块 ， 如 何等 分 ?” 几 个 月 后 就 有 人 寄 来 了 答案 ， 于 是 就 有 了 最 重 
要 的 定理 一 一 “奶酪 披萨 定理 "。 这 名 字 多 合适 ! 20090945H, 里 
死 ' 马 布 里 和 保罗 “' 德尔 受 证 明 : 并 不 是 永远 都 可 以 等 分 披萨 。 














奶 酷 披萨 定理 


我 们 来 仔细 研究 一 下 这 个 披萨 定理 的 内 容 。 首 先 ， 假 设 披萨 是 一 


个 完美 的 圆 形 ， 被 切 了 N 刀 ， 每 一 刀 都 沿 直线 切割 且 相 交 于 一 点 ， 于 是 




















有 2N 块 。 再 假设 所 有 切割 线 的 夹 角 相等 ,为 360° /2NV， 且 切割 线 不 一 








定 经 过 圆心 





。 我 们 在 圆心 放 一 颗 青 梅 做 标记 ( 即 图 4.1 中 的 绿 点 )。 





分 披萨 时 ， 两 人 各 拿 总 块 数 的 1/2。 有 青梅 的 那 块 比 别 的 都 大 ， 为 
了 叙述 方便 ， 拿 到 有 青梅 这 块 的 人 就 称 作 “ 青 梅 *"， 男 一 个 叫 作 “ 竹 
马 ”。 这 时 马 布 里 和 德尔 曼 的 奶 酷 披 萨 定理 可 如 下 表述 。 





e 如 果 至 少 有 一 条 切割 线 经 过 圆心 ， 青 梅 和 竹马 总 可 以 分 到 等 量 
的 披萨 。 下 面 我 们 不 考虑 这 种 情况 。 

e 如 果 N=0, N= 1 或 N=2， 则 青梅 分 到 的 披萨 多 。 

e 如 果 N 三 4 是 为 偶数 (N = 4，6，8，10，42，… ) ， 则 披萨 可 
以 等 分 。 

e 如 果 N 是 奇数 且 可 以 写成 N = 4k + 3 的 形式 (N = 3, 7, M, 





15, 























… ) ， 则 青梅 分 到 的 披萨 多 。 


e 如 果 N 三 5， 有 目 为 奇数 ， 且 可 以 写成 N= 45+1 的 形式 (N=5， 
9，13，17,… ) ， 则 竹马 分 到 的 披萨 多 。 
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4.1 奶酪 披萨 定理 


根据 定理 ,一块 披萨 按 上 述 假设 切 成 大 小 不 一 的 2N 块 ， 然 后 在 两 人 之 间 分 ， 且 两 人 拿 
的 块 数 一 样 多 。 

(a) N=0,1,2 及 N=3,7,11,…，4k+3 时 ， 拿 到 圆心 那 块 的 人 分 到 的 多 。 

(b N=5,9,13,…，4k+1 时 ， 拿 到 圆心 那 块 的 人 分 到 的 少 。 

(c) 在 其 他 情况 下 ， 即 N 为 大 于 等 于 4 的 偶数 时 ， 披 萨 可 以 等 分 。 


只 表述 当然 不 够 ， 还 需要 证 明 ! 这 就 有 点 复杂 了 ， 对 于 有 些 N 
值 ， 证 明 并 不 简单 。 

N = 0 时， 披萨 一 思 未 切 ， 全 归 青 梅 一 人 。N = 工时， 披萨 只 切 了 
一 刀 ， 分 成 两 块 ， 切 的 这 一 刀 不 经 过 圆心 ， 所 以 还 是 青梅 拿 的 比较 多 。 
这 两 种 情况 下 ， 还 是 找 披萨 店 退 钱 吧 ， 这 切 得 也 太 差 劲 了 。 

N=2 时 ， 问题 依然 简单 ， 但 值得 玩味 。 这 时 披萨 被 切 成 4 块 ， 青 
梅 和 竹马 各 分 得 2 块 ， 依 然 是 青梅 分 到 的 比较 多 。 多 出 多 少 呢 ? 让 我 
们 来 量化 一 下 。 如 图 4.2 所 示 ， 以 圆心 、 切 割 线 交 点 、 切 割 线 作 一 个 
长 方形 〈 阴影 部 分 )， 青 梅 多 得 的 部 分 是 此 长 方形 的 4 倍 。 另 外 ， 此 时 
青梅 和 竹马 分 得 的 饼 边 一 样 多 。 

仔细 研究 下 图 4.2， 不 难得 出 证 明 。 
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图 4.2 证 明 : 青梅 -人 竹马 = 4 个 阴影 长 方形 


为 了 计算 青梅 多 得 了 多 少 ， 我 们 在 披萨 上 再 切 几 刀 ， 让 中 间 出 现 
4 个 面积 相等 的 小 长 方形 ， 这 些 都 属于 青梅 分 得 的 部 分 ， 男 外 12 块 则 
为 两 人 均等 。 可 见 ， 青 梅 多 得 的 部 分 即 4 个 小 长 方形 。 


专业 切 披萨 40 年 


在 得 出 奶 酷 披 萨 定理 以 前 ， 切 披萨 问题 从 20 世纪 60 年 代 提出 ， 
到 2000 年 左右 得 以 解决 ， 走 过 了 漫长 的 路 程 。 

第 一 个 被 考虑 的 情况 是 : 披 陕 切 成 不 等 的 8 块 ， 每 块 都 是 45。" 。 
在 此 情况 下 ， 拿 到 圆心 那 块 不 会 有 任何 优势 。1967 ^E, L. J. 厄 普 顿 在 
《数学 杂志 》 上 提出 了 这 个 问题 ， 但 并 未 以 披萨 的 形式 出 现 。1968 年 ， 
迈克 尔 ， 戈 德 堡 在 同一 本 杂志 上 给 出 了 解答 ， 但 他 的 证 明 缺 乏 美感 ， 
只 是 用 代数 方法 计算 了 每 块 的 面积 。 此 一 计算 证 明 法 可 以 推广 到 N 为 
任意 偶数 的 情况 。 

1994 年 ,《 数 学 杂志 》 刊 登 了 一 种 更 巧妙 的 证 明 。 拉 里 : 卡特 和 
HH - 瓦 贡 以 拼图 的 形式 证 明 ， 青 梅 和 竹马 拿 到 的 一 样 多 (图 4.3 )。 
H 1968 年 起 ， 披 萨 问 题 就 没 人 研究 了 。 二 人 也 想 借 此 抛 出 问题 ， 请 读 
者 们 研究 一 下 切 成 6 块 会 怎样 CN = 3 )。 也 正 是 从 他 们 用 披萨 来 表述 
圆 盘 切 分 面积 开始 ， 这 个 问题 才 广 为 人 知 。 
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图 4.3 此 图 不 言 自明 : 如 果 披 萨 被 切 成 8 块 ， 两 人 分 得 同样 多 的 块 数 ， 
则 分 到 的 披萨 也 一 样 多 ， 各 得 一 半 

当 卡 特 和 瓦 贡 公布 N=4 的 证 明 时 ，N 为 奇数 时 会 是 什么 情况 还 不 能 
确定 。 此 后 ， 人 们 也 只 证 明了 N 为 奇数 时 两 人 拿 到 的 披萨 不 等 。 但 究竟 
谁 多 谁 少 ， 还 没 能 找到 规律 。 唐 ， 科 柏 史密斯 用 反 证 法 给 出 了 证 明 : N 
为 奇数 时 ， 如 果 两 人 能 分 到 等 量 的 披萨 ， 则 与 圆周 率 x 的 性 质 相悖 ”。 

受到 卡特 和 瓦 贡 的 启发， 里 克 ' 马 布 里 和 保罗 : 德尔 曼 也 决定 人 研 
究 一 下 这 个 问题 ， 而 他 们 要 解决 的 主要 是 N 为 任意 奇数 的 情况 。 经 过 
11 年 的 钻研 ，2009 年 他 们 终于 发 表 了 文章 《 奶 酷 和 饼 边 : 披萨 猜想 的 
证 明 及 其 他 美味 的 结论 》 讨论 了 所 有 剩余 的 情况 ， 彻 底 解决 了 披萨 问 
题 。 其 证 明 方法 既 用 到 了 几何 又 用 到 了 代数 ， 但 比 Y 为 偶数 时 的 证 明 
复杂 得 多 。 这 篇 文章 引起 了 广泛 关注 ， 因 为 这 两 位 数学 家 十 分 幽默 地 
将 其 结论 命名 为 “ 奶 栈 披萨 定理 ”还 有 “披萨 双 积 引 理 ”! 

















(D 科 柏 史密斯 证 明 这 与 的 超越 性 相悖 。 A 这 类 数 被 称 为 超越 数 ， 不 能 通过 
解 方程 获得 。1882 年 ， 林 德 曼 就 已 经 证 明了 区 的 超越 性 无 可 置疑 。 相 反 ， 
V2 TARAK, MARAK, BACALL = 2 的 一 个 解 。 黄 金 比例 g 
也 不 是 超越 数 ， 因 为 它 是 方程 妆 = xH 的 一 个 解 。 
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饼 边 和 卡拉 佐 内 披萨 


马 布 里 和 德尔 曼 没 有 见 好 就 收 。 不 仅 披萨 上 的 馅 料 ， 酥 脆 好 吃 的 
饼 边 也 要 平分 啊 ! 为 了 解决 饼 边 问题 ， 他 们 又 提出 了 “ 饼 边 定理 ”。 

披萨 被 想象 成 两 个 同心 圆 ， 里 面 的 圆 代 表 馅 料 ， 外 面 的 圆 代 表 饼 
边 ， 披 萨 还 是 被 切 了 六 刀 ， 从 而 分 为 2YX 块 ， 同 样 在 青梅 和 竹马 之 间 
分 ， 而 且 两 人 拿 的 块 数 一 样 多 。 

此 时 仍然 要 根据 N 的 取 值 分 类 讨论 : 如 果 N m 4 且 为 偶数 ， 那 么 馅 
料 和 饼 边 都 能 等 分 ， 如 果 N 为 奇数 ， 则 不 可 能 等 分 。 在 后 一 种 情况 中 ， 
WRN-4k43 (N=3,，7，11，15, … )， 青 梅 可 以 分 得 更 多 的 馅 料 ， 但 
饼 边 较 少 ; 如 果 和 N=4+ 1 (N=5，9，13，17,… )， 则 情况 正好 相反 。 

马 布 里 和 德尔 曼 还 进一步 研究 了 犹如 鞋子 形状 的 卡拉 优 内 披萨 怎 
么 分 比较 好 。 他 们 把 卡拉 佐 内 披萨 作为 三 维 披 陕 来 处 理 ， 也 就 是 说 ， 
圆 盘 上 还 有 一 个 中 心 对 称 的 面 。 这 种 包 饮 儿 的 披萨 填 满 了 奶酪 之 类 的 
高 热量 食物 ， 所 以 也 要 平分 才 行 。 我 们 还 是 假设 切 了 NN 刀 ， 而 且 都 不 
经 过 圆心 ， 分 披萨 的 两 人 拿 的 块 数 一 样 多 。 当 N 为 偶数 时 ， 总 可 以 平 
分 。 当 N 为 大 于 3 的 奇数 时 ， 人 情况 就 有 些 出 人 意料 了 (图 4.4)。 




















e 如 采 是 圆锥 形 ， 人 情况 与 普通 披 院 完全 相同 。 比 如 ，N = 5 时 ， 
拿 到 圆心 那 块 的 人 分 得 的 较 少 。 

e 如 果 是 圆 形 或 椭圆 形 ， 则 无 论 切 成 几 块 ， 总 可 以 等 分 。 

e 如 果 是 抛物 线形 ， 和 情况 与 普通 披 院 完全 相反 。 比 如 ,， N = 5 
时 ， 拿 到 圆心 那 块 的 人 分 得 的 较 多 。 


























数学 家 研究 这 些 问 题 当 然 不 是 为 了 改善 披萨 师傅 的 工作 环境 ， 这 
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些 都 是 几何 学 和 组 合 分 析 的 基础 研究 结果 。 而 且 谁 也 不 知道 ， 这 些 结论 
以 后 会 不 会 应 用 于 别 的 学 科 。 这 一 天 来 临 之 前 ， 要 不 你 再 来 点 披萨 








图 4.4 卡拉 佐 内 披萨 切 5 刀 ， 共 10 块 的 分 法 


根据 披萨 形状 不 同 ， 拿 到 圆心 所 在 那 块 披萨 的 人 在 (a) 情况 下 分 得 的 多 ，(b) 情况 下 分 得 
的 少 ， 而 在 (c) 情况 下 ， 两 人 分 得 的 一 样 多 。 


Kk k 


“我 看 看 啊 ， 披 萨 切 成 了 10 块 ， 也 就 是 说 切 了 5 7.2 wR 
我 让 你 拿 最 大 的 那 块 ， 那 你 拿 的 就 比较 多 。 拿 吧 ， 是 你 付 的 钱 ， 
那 你 多 吃 点 1” 

“是 不 是 真 的 啊 ? 不 会 是 骗 我 的 吧 ?” 

“怎么 可 能 骗 你 ? 我 绝对 不 会 拿 数 学 对 付 你 的 ……” 
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和 樱桃 的 蛋糕 


“小 明 ， 你 数学 学 得 好 ， 你 来 切 蛋 糕 吧 。” 
“ 没 问题 ， 我 马上 ……” 

“我 不 是 很 钱 ， 给 我 最 小 的 那 块 吧 。” 

“好 Ay Eae i 

“ 哦 ， 对 了 ， 小 珍 不 吃 草 菩 ， 她 那 块 不 要 有 草 茬 啊 。 


oko 


晚饭 吃 完 了 ， 该 吃 蛋 糕 了 。 切 蛋糕 这 个 重任 落 到 了 你 的 身上 。 如 


有 果 你 月 








日 几何 知识 把 蛋糕 小 心地 切 成 完全 相等 的 几 块 分 给 朋友 们 ， 那 一 


会 儿 大 家 肯定 会 抱怨 :“ 我 这 块 全 是 硬 皮 ， 这 不 算 呵 ! “不 公平 啊 ， 她 
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那 块 巧 克 力 比 我 这 块 多 。 “我 这 块 怎么 都 是 草 毒 啊 ” 我 不 吃 草 每 ! 

你 还 是 承认 了 吧 ， 这 和 蛋糕 切 得 太 随 意 了 ， 没 有 考虑 到 每 个 人 的 不 
同 要 求 ! 为 了 让 大 家 都 满意 ,不 管 是 切 和 蛋糕， 还 是 切 披 院 、 千 层 饼 、 
巧克力 …… 不 能 一 个 人 说 了 算 。 那 该 怎么 办 呢 ? 这 个 问题 在 20 世纪 
50 年 代 就 开始 讨论 了 ， 许 多 数学 家 都 做 出 了 自己 的 贡献 。 上 一 章 分 拔 
际 的 问题 只 是 几何 问题 ， 这 里 分 蛋 糠 的 问题 则 属于 博弈 论 的 范畴 一 一 
每 个 人 都 想 拿 到 自己 认为 最 好 的 那 块 。 

假设 有 个 客人 来 分 这 块 和 蛋糕 ， 我 们 将 他 们 从 1 工 到 N 编号 ， 记 为 
客 1、 客 2，…， 客 N。 每 个 人 想 要 的 不 一 样 : 巧克力 多 的 那 块 对 客 1 
来 说 可 能 没什么 价值 ， 因 为 他 不 喜欢 巧克力 ， 但 对 客 2 来 说 就 很 好 ， 
因为 他 喜欢 巧克力 。 每 个 人 都 能 选 出 自己 觉得 最 好 的 那 块 ， 而 且 ， 每 
个 人 也 都 能 把 蛋糕 分 成 自己 看 来 等 值 的 几 块 。 

假设 每 个 人 都 按 “ 自 己 的 价值 观 ”给 每 块 蛋糕 从 0 到 1 评分 ， 比 
如 一 块 什么 也 没有 的 蛋糕 分 数 为 0， 整个 蛋糕 分 数 为 1。 如果 评 分 为 
0.5， 则 意味 着 这 块 蛋糕 的 价值 为 总 体 的 一 半 ， 而 不 是 分 量 为 总 体 的 一 
半 。 评 分 可 以 相 加 ， 比 如 两 块 评分 为 0.21 的 蛋糕 加 在 一 起 ， 就 成 为 一 
块 评分 为 0.42 的 蛋糕 。 每 个 人 的 评分 标准 不 一 样 ， 有 人 喜欢 荔枝 ， 有 
人 不 喜欢 ， 那 么 对 喜欢 的 人 来 将， 荔枝 越 多 评分 越 高 ， 而 对 不 喜欢 的 
人 来 说 ， 则 是 功 校 越 少 评分 越 高 。 

按 各 自 标 准 ， 每 个 客人 拿 到 的 那 块 蛋糕 至 少 应 是 WN， 即 “可 接 
受 ” 的 结果 ， 这 样 才能 算 公平 。 我 们 假设 大 家 不 清楚 彼此 的 喜好 ， 只 
想 自 己 那 块 蛋 糕 的 价值 尽量 高 。 毕 竟 ， 这 只 是 分 蛋糕 ， 不 是 炒股 ， 做 
出 选择 不 会 产生 风险 。 如 果 事 先 故 意 切 出 很 大 一 块 ， 希 望 别 人 能 让 给 
我 ， 那 肯定 是 不 行 的 。 完 全 公平 分 配 ， 让 每 人 拿 到 的 那 块 蛋糕 按 自己 
的 标准 都 恰好 是 IIV， 这 是 最 难 实现 的 。 但 是 ， 每 人 都 拿 到 一 块 价值 
高 于 LN 的 蛋糕 ， 这 是 完全 可 以 实现 的 ， 如 图 5.1 中 的 ()。 
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(a) 





ae 
ES 


分 水 果 有 蛋糕 的 时 候 ， 每 个 人 都 有 自己 的 喜好 ， 一 个 人 觉得 公平 ， 另 一 个 人 则 不 一 定 。 假 
JE AGKEGUEGE PARZ, JHR, XT Hh ANARA B O85 EE. 
AqdbXEX, MATRIEKS SSR, JEAUAEGK, Maik (a) 是 公平 的 ， 因 
为 每 一 块 的 菠萝 数量 相等 ， 评 分 都 是 5。 假设 客 2、 客 3、 客 4、 客 5 分 别 偏爱 奇异 果 、 
橙子 、 樱 桃 和 蛋糕 底 ， 所 以 分 法 (b)、(c)、(d)、(e) 在 他 们 各 自 眼中 也 是 公平 的 ， 每 一 块 
的 评分 也 都 是 1/5。 

最 后 一 种 切 法 (f) 对 所 有 人 来 说 都 公平 ， 因 为 按 各 自 标 准 ， 每 人 分 到 的 蛋糕 评分 都 超过 
1/5。 比 如 ， 客 1 喜欢 菠萝 ,他 拿 到 的 虽然 不 是 菠萝 最 多 的 一 块 ( 客 3 那 块 有 将 近 7 片 
EY), E 1 的 评分 也 有 6/2$， 这 意味 着 ， 这 块 蛋糕 所 含 菠萝 超过 总 数 的 1/5。 





图 5.1 分 水 果 蛋 糕 


两 人 分 : 我 切 你 选 


第 一 种 情况 : 一 对 情侣 宅 在 家 ， 想 要 分 享 香甜 的 杏仁 泡 芙 蛋糕 。 
这 可 是 高 级 甜品 店 的 招牌 蛋糕 ， 不 能 儿戏 。 怎 么 分 才能 让 两 人 都 开心 
呢 ? 其 实 很 简单 ， 用 “我 切 你 选 ”的 方法 就 好 。 

第 一 步 : 客 1 把 蛋糕 切 成 自己 认为 等 值 的 两 块 。 
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第 二 步 : 客 2 从 中 选 自己 认为 更 好 的 一 块 ， 另 一 块 给 客 1。 

如 果 客 1 把 蛋糕 切 得 一 大 一 小 ， 而 客 2 选 了 大 的 那 块 ， 那 客 1 也 
只 能 自 认 倒霉 。 当 然 ， 如 果 你 的 那个 他 《她 ) 自愿 把 天 的 那 一 块 让 给 
你 ， 就 另 当 别论 了 。 既 然 占 了 好 处 ， 就 别 抱怨 这 方法 不 管用 了 。 





三 人 分 : 我 切 你 们 选 


第 二 种 情况 : 与 好 哥们 儿 分 蛋糕 。 你 请 两 个 好 友 来 家 里 分 享 橄榄 
蛋糕 ， 但 他 们 和 你 一 样 都 想 狮 子 大 开口 ， 拿 一 块 最 大 的 ， 这 该 怎么 办 
呢 ? 1943 年 ， 提 出 过 一 则 泛 函 分 析 定 理 的 胡 戈 ， 施 泰 因 豪 斯 第 一 次 确 
立 了 三 人 分 配 法 。 

第 一 步 ， 客 1 把 蛋糕 切 成 他 认为 等 值 的 三 块 。 

第 二 步 ， 客 2 看 一 下 这 三 块 ， 并 有 以 下 两 种 选择 : 























e 如 果 看 到 至 少 有 两 块 可 接受 的 蛋糕 ， 那 就 先 不 拿 ; 此 时 ， 按 客 
3、 客 2、 客 1 的 顺序 选 和 蛋糕 ; 
e 如 果 有 两 块 不 能 接受 ， 就 把 这 两 块 标 为 “ 差 ”。 





第 三 步 ， 如 果 客 2 将 两 块 标 为 “ 差 "， 那 么 此 时 客 3 也 有 两 个 选 
Tk: 先 不 拿 或 者 将 两 块 标 为 “ 差 ”。 如 果 客 3 决定 先 不 拿 ， 那 就 按照 客 
2、 客 3、 客 1 的 顺序 选 蛋 糕 。 

第 四 步 ， 如 果 客 2 和 客 3 都 选择 做 标记 ， 那 客 1 就 要 必须 使 同时 
被 客 2 和 客 3 标 为 “ 差 ”的 那 一 块 〈 或 两 块 之 一 )。 

第 五 步 ， 此 时 还 剩 下 两 块 蛋糕 ， 我 们 把 两 块 合成 一 块 〈 考 验 你 烘焙 
技艺 的 时 候 到 了 ) 客 2 HUE 3 用 “我 切 你 选 ”法 来 分 : 客 2 把 合成 一 体 
的 新 蛋糕 切 成 自 认 为 等 值 的 两 块 ， 客 3 从 中 选 一 块 ， 剩 下 那 块 归 客 2。 
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如 果 大 家 都 理性 行事 ， 每 个 人 拿 到 的 那 块 重 糕 都 将 是 可 接受 的 选 
择 。 客 1 总 是 最 后 选 的 那个 人 ， 所 以 他 在 一 开始 切 的 时 候 就 要 尽量 均 
衡 。 第 二 步 时 ， 客 2 在 保证 能 拿 到 可 接受 选择 的 情况 下 ， 才 会 决定 先 
不 拿 。 如 果 他 选择 做 标记 ， 那 无 论 客 3 怎么 选择 ， 他 最 后 都 能 拿 到 可 
接受 的 蛋糕 。 总 之 ， 按 照 这 种 方法 ， 每 个 人 都 满意 。 














N 人 分 : 每 人 一 刀 法 


第 三 种 情况 : 朋友 们 一 起 玩 桌 上 游戏 《 龙 与 地 下 城 》 3 个 小 时 之 
后 ,法 师 死 了 ， 大 家 刚好 借 机 休息 一 下 。 主 人 做 了 他 最 拿手 的 布 列 塔 
尼 和 蛋糕 。 聪 明 如 你 ,一 定 会 用 巴 拿 赫 和 克 纳 斯 特 在 1944 年 提出 的 分 配 
法 ， 以 保证 分 配 公平 。 

第 一 步 ， 客 1 从 和 蛋糕 中 切 出 自 认 为 价值 WN 的 一 块 ， 我 们 称 之 为 P。 

第 二 步 ， 客 2 有 两 种 选择 : 








e 如 果 他 认为 这 块 不 可 接受 ， 就 什么 都 不 做 ; 
e 如 果 他 觉得 可 接受 ， 就 把 P 再 切 小 一 点 ， 但 依然 保持 可 接受 的 
状态 ， 即 其 价值 对 客 2 来 说 至 少 是 1/N。 























第 三 步 到 第 NN 步 ， 其 他 所 有 人 ， 即 从 客 3 到 客 N， 都 做 出 同样 的 
选择 一 一 要 么 什么 都 不 做 ， 要 么 把 P 再 切 小 一 点 ， 这 样 P 会 越 来 越 
小 ， 最 后 一 个 选择 切 小 的 人 可 以 把 它 拿 走 。 然 后 回 到 第 一 步 : 把 剩 下 
的 蛋糕 合 在 一 起 ,， 剩 下 的 W-1 人 重复 以 上 过 程 ， 直 到 最 后 剩 下 2 X, 
用 “我 切 你 选 ”法 即 可 。 

最 后 ， 每 个 人 都 能 得 到 自 认 为 价值 VN 的 蛋糕 ， 因 为 那 是 自己 切 
的 。 当 然 ， 每 人 一 刀 ， 和 蛋糕 最 后 会 不 会 被 切 成 漆 ， 那 就 说 不 好 了 。 下 
次 还 是 少 放 点 梅子 吧 …… 
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N 人 分 : 你 喊 我 停 





第 四 种 情况 : 你 的 婚礼 。 切 蛋糕 是 婚宴 的 重头 戏 。 亲 朋 好 友 都 来 
祝福 你 们 ， 更 想 尝 尝 蛋 糕 好 不 好 吃 。40 个 客人 要 公平 分 配 ， 这 可 不 能 
儿戏 。 根 据 传统 ， 只 能 由 新 郎 和 新 娘 来 切 ， 千 万 不 能 像 上 个 例子 中 那 
样 ， 宾 客 每 人 一 刀 把 蛋糕 切 成 漆 。 

1961 年 ， 杜 宾 斯 和 斯 帕 尼 尔 提出 了 一 种 分 配 法 ， 用 在 这 种 场合 再 
合适 不 过 ， 因 为 掌 刀 的 只 有 一 人 ， 而 且 能 保证 每 人 拿 到 的 都 是 1/N。 
与 之 前 的 例子 不 同 ， 这 种 方法 不 是 一 步 一 步 进行 的 ， 即 “离散 ”方法 ， 
而 是 所 有 人 同时 进行 选择 ， 即 “连续 ”方法 。 

新 郎 和 新 娘 举 起 刀 ， 在 蛋糕 上 慢 慢 划 过 ， 如 果 有 人 觉得 够 了 (可 
接受 )， 就 喊 停 ， 新 郎 和 新 娘 就 把 这 一 块 切 给 他 ， 剩 下 的 客人 继续 。 最 
后 剩 下 的 两 个 不 知足 的 人 一 一 如 此 不 懂 礼 节 ， 一 定 是 夫妻 俩 一 一 用 
“我 切 你 选 ” 法 即 可 。 采 用 这 种 方法 可 不 能 贪心 ， 不然 该 轮 到 你 的 那 块 
就 被 别人 拿 走 了 。 



























































三 人 分 : 不 吃亏 


第 五 种 情况 : 孩子 们 吃 点 心 。 考 验 你 的 时 候 到 了 ， 要 给 三 个 孩子 
分 奶油 布丁 。 孩 子 们 可 不 在 乎 公平 不 公平 ， 他 们 只 想 着 自己 的 那 块 不 
能 比 别人 小 ! 

这 不 再 是 公平 分 配 的 问题 ， 不 是 要 让 每 块 都 大 于 等 于 1/3 ， 而 是 要 
让 大 家 都 党 得 自己 没 吃 亏 ， 都 能 拿 到 自 认 是 最 好 的 那 块 。 两 人 分 用 
“我 切 你 选 ” 法 肯定 没 问 题 ,但 施 泰 因 译 斯 的 三 人 分 配 法 就 会 有 问题 
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了 。 幸好 有 塞 尔 弗 里 奇 - 康 威 法 “。 塞 尔 弗 里 奇 于 1960 年 发 现 了 这 一 方 
法 ， 但 未 发 表 ，20 世纪 90 年 代 由 康 威 再 次 提出 。 这 方法 弥补 了 施 泰 
因 豪 斯 方法 的 不 足 : 

第 一 步 ， 客 1 把 蛋糕 切 成 自 认 为 等 值 的 3 块 。 

第 二 步 ， 客 2 有 两 个 选择 : 









































e 如 果 最 大 的 两 块 在 他 看 来 是 一 样 的 ， 那 就 什么 都 不 做 ; 
e 如 果 最 大 的 两 块 在 他 看 来 不 一 样 ， 那 就 从 更 大 那 块 切 去 一 部 
分 ， 让 这 两 块 一 样 大 。 切 下 来 的 这 部 分 我 们 称 作 M， 先 放 在 一 边 。 


三 步 ， 按 客 3、 客 2、 客 1 的 顺序 选择 和 蛋糕， 但 要 遵循 一 个 规 
y: a cU JJ, 那 他 切 过 的 这 块 如 果 客 3 没有 拿 ， 
WE 2 必须 拿 。 
第 四 步 ， 第 二 步 中 客 2 切 过 的 那 块 要 么 归 了 客 2， 要么 归 了 客 3。 
我 们 把 拿 到 这 一 块 的 人 称 作客 N， 男 外 一 人 称 作 客 C。 由 客 C 把 小 块 
M 切 成 自 认 等 值 的 3 块 ， 按 客 N、 客 1 和 客 C 的 顺序 各 选 一 块 。 
听 起 来 有 点 绕 ， 但 按照 这 种 方法 ， 每 个 人 都 不 会 觉得 自己 吃亏 
三 步 之 后 ， 客 1 会 拿 到 自己 一 开始 切 出 的 3 块 中 的 一 块 ， 也 就 是 
ucl 如 果 客 2 在 第 二 步 把 其 中 一 块 切 小 了 ， 那 这 块 要 
么 归 客 2， 要 么 归 客 3。 客 3 第 一 个 选 ， 肯 定 会 选 自己 觉得 最 大 的 那 一 
块 ， 他 不 会 觉得 吃亏 了 。 客 2 把 自己 看 来 最 大 的 两 块 切 成 一 样 大 ， 且 
拿 到 了 其 中 一 块 。 三 步 之 后 谁 都 不 会 觉得 吃亏 。 多 出 来 的 M 部 分 怎么 
办 呢 ? 从 客 1 的 角度 说 ， 他 拿 到 的 那 块 已 经 比 客 YX 那 块 大 出 M， 而 与 
客 C 拿 到 那 块 相等 ， 所 以 在 选择 M 切 出 来 的 3 块 时 ,虽然 客 入 先 选 ， 
但 不 管 他 选 哪 一 块 ， 在 客 1 看 来 自己 还 是 不 吃亏 。 





























Q 我 就 说 过 还 会 提 到 康 威 的 ! 
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有 了 这 些 方法 ， 不 管 有 多 少 朋友 ， 不 管 是 什么 蛋糕 ， 都 能 公平 分 
配 。 这 里 就 不 讨论 个 人 分 蛋糕 时 如 何 既 让 所 有 人 都 觉得 不 吃亏 ， 也 
不 会 把 蛋糕 毁 掉 了 ， 因 为 这 个 问题 到 今天 也 没有 解答 ! 此 外 ， 假 如 还 
有 分 黄瓜 派 的 问题 ， 灵 怕 这 时 每 个 人 都 想 要 最 小 的 那 抉 …… 








x k k 


"uk, RREO LANI, BEARDE, KRA 


“还 行 ， 确 实 分 得 很 公平 。 不 过 我 刚 看 到 的 明明 是 摩卡 蛋 
糕 ， 怎 么 碎 成 酥 粒 蛋 糕 啦 ?” 
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创意 桌 上 游戏 一 


“仙人 掌 1” 
"Ber 

“斑马 1” 

“眼力 真 好 !1” 

“7 阶 射影 平面 1” 
“什么 ?1” 


米 k 米 





放假 啦 ! 可 以 把 桌 上 游戏 拿 出 来 陪 老 丈 人 玩 一 玩 了 。《 地 产 大 享 》 
就 算 了 ， 也 别 打 麻 将 了 ， 玩 点 时 莒 的 吧 一 一 哆 宝 。 这 是 艾 赐 魔 袋 公司 
出 品 的 一 款 桌 上 游戏 ， 考 验 人 的 观察 力 和 反应 速度 ， 老 少 感 宜 ,， 但 其 
背后 隐藏 的 数学 知识 却 出 人 意料 地 高 深 。 在 凡夫 俗 子 眼中 ， 这 不 过 是 
一 堆 纸 牌 ， 上 面 有 锁 、 心 、 雪 花 等 图 标 ， 但 有 心 的 数学 家 能 从 中 看 出 
7 阶 射影 平面 。 我 们 来 看 看 是 怎么 回 事 。 

与 其 列 含 的 数学 原理 相 比 ， 哆 宝 的 游戏 规则 很 简单 ， 有 好 几 种 不 
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同 的 玩法 ， 但 万 变 不 离 其 宗 : 每 张 牌 上 有 8 个 图 标 ， 玩 家 要 找 出 两 张 
牌 的 相同 图 标 ， 谁 快 谁 说 。 
任意 两 张 牌 上 有 且 仅 有 一 个 相同 的 图 标 ， 这 里 面 就 隐藏 着 数学 原 
里 了 。 这 副 牌 肯定 不 是 随便 印 的 ， 要 经 过 精心 设计 才 行 。 

怎样 设计 出 自己 的 哆 宝 牌 呢 ? 还 要 符合 两 张 牌 有 且 仅 有 一 个 相同 
图 标的 要 求 。 我 应 该 需要 多 少 张 牌 、 多 少 个 图 标 ? 能 做 出 157 张 牌 的 
ERD? 要 回答 这 些 问题 只 有 一 个 办 法 : 和 弄 懂 游戏 背后 的 数学 原理 ! 























Md 


为 什么 哆 宝 有 55 张 牌 ? 


原版 哆 宝 牌 共有 55 张 ， 每 张 有 8 个 图 标 ， 一 共有 57 种 不 同 的 图 
标 。 仔 细 观 察 我 们 就 会 发 现 ， 大 部 分 图 标 会 出 现在 8 张 牌 上 ， 另 外 十 
几 种 图 标 只 出 现在 6、7 张 牌 上 。 这 值得 探究 。 

首先 ， 没 有 任何 一 种 图 标 能 出 现在 所 有 牌 上 上， 否则 游戏 就 不 好 玩 
了 。 但 从 这 个 细节 出 发 ， 我 们 可 以 计算 出 最 多 只 能 有 57 张 牌 。 

我 们 取 一 种 图 标 ， 比 如 奶酪， 把 所 有 带 奶 酷 图 标的 牌 都 放 在 一 边 ， 
假设 其 数量 为 R。 除 了 奶 栈 ， 这 R 张 牌 上 的 其 他 7 个 图 标 都 不 同 。 如 
果 还 有 其 他 相同 的 图 标 ， 即 两 张 牌 有 两 个 相同 图 标 了 。 也 就 是 说 ， 除 
了 奶酪 还 有 7xR 种 图 标 。 当 然 ， 有 些 牌 没有 奶酪 的 图 标 。 我 们 拿 一 
张 这 样 的 牌 ， 称 为 XxX， 上 面 也 有 8 个 图 标 。 现 在 ,我 们 把 之 前 分 出 来 
的 R 张 牌 一 张 张 地 与 X 对 比 ， 每 一 张 都 与 X 有 一 个 相同 的 图 标 ， 而 且 
这 些 图 标 互 不 相同 ， 因 为 那 R 张 牌 除了 奶酪 没有 其 他 相同 的 图 标 ， 所 
以 有 奶酪 牌 的 数量 最 大 为 X 牌 上 的 图 标 数 ， 也 就 是 说 ,R 最 大 为 8。 

综 上 所 述 ， 有 某 种 图 标的 牌 最 多 8 张 。 我 们 取 一 张 牌 ， 牌 上 有 8 种 
图 标 。 对 每 一 种 图 标 来 说 ， 除 了 取出 的 这 一 张 牌 ， 最 多 另 有 7 了 7 张 牌 ， 所 
以 其 他 牌 加 起 来 最 多 是 8x7=56 张 ， 再 加 上 取出 的 这 张 ， 总 共 最 多 57 张 。 
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同 理 可 证 ， 每 张 牌 有 N 个 图 标的 哆 宝 最 多 1+N(V- DID 张 牌 。 

那么 ， 为 什么 市 面 上 售卖 的 哆 宝 只 有 55 张 牌 呢 ? 真相 真是 简单 到 
令 人 失望 : 印刷 广 一 套 只 能 印 60 张 ， 而 制作 公司 又 要 用 5 张 牌 来 说 明 
不 同 的 玩法 ， 所 以 游戏 没有 达到 最 大 有 牌 数 。 不 过 ， 候 怕 只 有 数学 家 们 
在 意 这 个 问题 ， 好 在 他 们 并 不 是 哆 宝 游戏 的 目标 群体 。 

















哆 宝 中 的 射影 几何 学 





哆 宝 的 基本 规则 是 两 张 牌 有 且 仅 有 一 个 相同 的 图 标 ， 这 很 容易 让 
人 联想 到 几何 学 的 一 条 基本 公理 : 经 过 两 点 有 且 仅 有 一 条 直线 。 

我 们 可 以 把 每 张 牌 比 作 平 面 上 一 点 ， 把 图 标 比 作 平面 上 的 直线 。 
这 个 类 比 并 不 葛 座 ， 因 为 行 得 通 ( 图 6.1 )。 























图 6.1 哆 宝 的 几何 示意 图 


每 张 牌 上 有 2 个 图 标 ， 所 以 最 多 有 1 + 2x1=3 张 牌 。 每 张 牌 即 平面 上 1 点， 而 3 种 图 
标 是 平面 上 的 直线 。 
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在 欧 几 里 得 几何 〈 也 就 是 我 们 在 中 学 学 过 的 几何 ) 中 ,平面 上 有 
无 限 多 个 点 ， 经 过 一 点 可 作 无 限 多 条 直线 。 对 应 到 哆 宝 游 戏 中 就 是 有 
无 限 多 张 牌 ， 每 张 牌 上 有 无 限 多 个 图 标 …… 这 种 无 限 的 平面 包含 的 点 
KET! 我 们 先 把 平面 限制 为 具有 4 个 点 ， 而 其 他 点 根本 不 存在 ， 这 
种 平面 叫 作 有 限 平面 ， 区 别 于 欧 氏 几何 的 无 限 平面 。 然 后 ， 我 们 再 把 
这 些 点 横 、 竖 、 和 斜 地 相连 ， 这 样 得 出 的 哆 宝 游戏 虽然 牌 的 数量 很 少 ， 
但 还 是 可 以 玩 起 来 : 此 时 有 4 张 牌 和 6 种 图 标 (图 6.2 )。 

在 这 个 只 有 4 个 点 的 平面 中 ,我 们 可 以 看 出 每 张 牌 应 该 有 3 个 图 
标 ， 即 N= 3。 根 据 之 前 的 推理 ， 假 如 每 张 牌 有 3 个 图 标的 话 ， 最 多 有 
1+3x2=7 张 牌 和 7 种 图 标 。 但 是 ,我们 刚刚 建立 的 模型 中 只 有 4 
张 牌 和 6 种 图 标 ， 其 他 3 张 牌 去 哪里 了 ? 要 回答 这 个 问题 ， 我 们 要 学 
习 一 下 欧 氏 几何 的 “变种 ”一 一 射影 几何 。 在 射影 几何 中 ， 两 条 直线 
永远 相交 于 一 点 ， 也 就 是 说 ， 不 存在 平行 的 概念 。 欧 氏 几 何 中 的 平行 
线 在 射影 几何 中 相交 于 无 穷 远 处 “地 平 线 ”上 的 一 点 。 









































图 6.2 这 是 仅 有 4 个 点 (4 张 牌 ) 的 情况 


过 每 点 有 3 条 直线 ,粉色 直线 和 绿色 直线 在 本 图 中 没有 交点 ， 我 们 可 以 认为 这 两 条 直线 
平行 ， 因 为 它们 在 此 有 限 平面 中 不 相交 。 
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为 了 让 我 们 的 哆 宝 模型 再 多 3 张 牌 ， 我 们 需要 在 图 6.2 中 加 入 平行 
线 的 交点 。 原 来 设 定 的 几 对 平行 线 ( 紫色 与 红色 、 蓝 色 与 黄色 、 粉 色 与 
绿色 ) 也 要 相交 ， 这 样 就 又 多 出 3 个 交点 。 要 注意 ， 这 里 所 谓 的 “ 直 
线 ” 已 经 不 是 通常 意义 上 的 直线 ， 而 是 指 通过 一 些 “点 ”的 一 种 “ 东 
西 "。 德 国 数学 家 大 卫 ' 希 尔 伯 特 曾 对 学 生 说 过 ， 几 何 中 的 “点 、 线 、 
面 ” 可 以 被 视 为 “桌子 、 椅 子 、 啤 酒杯 ”， 这 不 会 改变 它们 之 间 的 关系 。 
MI, RITA WEER, WENA 3 个 新 的 交点 ， 于 是 就 得 到 了 
图 6.3。 

这 样 的 图 形 真 是 毫 无 美感 。 重 新 排 布 之 后 ， 我 们 可 以 得 到 更 整齐 
的 7 点 7 线 图 ， 即 法 诺 平 面 (图 6.4 )。 



































图 6.3 将 3 组 平行 线 弯 曲 ， 人 为 制造 3 个 交点 ， 也 就 是 多 出 3 张 牌 


这 3 个 点 都 在 无 穷 远 的 第 7 条 线 一 一 “地 平 线 ”上 。 这 样 哆 宝 游戏 就 完整 了 : 7 条 直线 
表示 7 种 图 标 ，7 个 点 表示 7 张 牌 。 
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图 6.4 法 诺 平 面 


本 图 与 图 3 等 效 ， 但 更 加 清楚 地 表现 出 点 线 关 系 。 每 条 直线 (绿色 圆 也 视 为 “直线 ”) 
经 过 3 个 点 ， 过 每 个 点 有 3 条 直线 。 








法 诺 平面 是 “射影 平面 ”最 简单 的 例子 。“ 射 影 平面 ”的 定义 类 似 
哆 宝 的 游戏 规则 ， 需 要 满足 以 下 三 点 : 


e 经 过 两 点 有 且 仅 有 一 条 直线 ; 

e 两 条 直线 有 且 仅 有 一 个 交点 〈 如 你 所 见 ， 射 影 几 何 中 没有 平行 
的 概念 ) ; 

e 至 少 有 4 个 点 不 在 同一 条 直线 上 。 








如 果 平 面包 含 的 点 有 限 ， 则 称 之 为 有 限 射影 平面 。 
一 副 完 整 的 哆 宝 游戏 ， 每 张 牌 有 N 个 图 标 , 共 1+NCVX-D) 张 牌 ， 
可 以 视 作 一 个 有 限 射影 平面 ， RPEN EULESS, ANTU 
“点 ”和 “ 线 ” 换 成 “ 牌 ” 和 “图 标 ”: 


e. 任意 两 张 牌 有 且 仅 有 一 个 相同 的 图 标 ; 
e 任意 两 种 图 标 只 会 同时 出 现在 一 张 牌 上 ; 
e 任意 4 张 牌 ， 其 共同 图 标 两 两 不 同 〈 否则 就 不 好 玩 了 ) 。 
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图 6.1 所 示 的 哆 宝 只 有 3 张 牌 ， 每 张 牌 2 个 图 标 ， 这 并 不 能 视 为 
有 限 射影 平面 ， 因 为 不 满足 第 三 条 公理 。 如 果 再 加 一 张 牌 ， 做 出 最 多 
7 张 牌 的 哆 宝 ， 就 完整 了 。 

如 果 想 要 牌 上 有 更 多 图 标 ， 首 移 要 让 有 限 射影 平面 包含 更 多 的 点 。 
其 实 ， 我 们 对 最 大 牌 数 的 推理 也 适用 于 有 限 射 影 平 面 ， 并 且 可 以 由 此 
得 出 : 对 一 个 有 限 射 影 平面 ， 总 有 整数 V， 使 得 : 

















e 射影 平面 包含 1 + N(N- TD 个 点 ; 
e 射影 平面 包含 1 + N(N -1) 条 直线 ; 
e 每 条 直线 有 N 个 点 ; 

经 过 每 个 点 有 N 条 直线 。 








好 ， 现 在 让 我 们 来 建立 更 多 的 有 限 射 影 平 面 ， 制 造 更 多 的 哆 宝 游 戏 吧 ! 


让 我 们 做 一 套 哆 宝 ! 


想 建 立 更 大 的 有 限 射 影 平面 ， 
我 们 就 要 推广 法 诺 平面 的 构建 方法 。 
我 们 刚才 从 图 7.2 出 发 ， 图 中 的 平面 (0, 2) aa E n 
由 2x2 的 点 阵 构成 ， 得 到 2 阶 射影 
平面 。 所 以 ，3 阶 射影 平面 就 要 从 jon an 21 
3x3 点 阵 开 始 (图 6.5)。 » » 

现在 ， 我们 要 画 出 所 有 的 直线 ， 
让 每 条 直线 经 过 3 个 点 。 这 里 我 们 要 0 
用 个 小 窍门 ， 再 次 修正 直线 的 概念 。 
如 果 平 面 由 有 限 多 个 点 构成 ， 数 学 上 图 6.5 3 阶 有 限 ( 非 射影 ) 平面 


o 








(0, 0) (1, 0) (2, 0) 





0 1 2 0 
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可 以 证 明 ”， 从 平面 一 边 出 去 的 线 会 从 另 一 边 回来 。 从 某 种 意义 上 说 ,可 
以 把 平面 视 为 “ 圆 形 ”或 者 “环形 ”。 于 是 ,我们 能 得 到 12 条 直线 ， 每 3 
条 平行 线 为 1 组 , 一共 4 组 (E66). 在 我 们 构建 的 这 个 平面 中 ,经 过 9 
个 点 中 的 每 1 点 有 且 仅 有 4 条 直线 。 如 果 每 条 直线 代表 一 种 图 标 ， 那 我 
们 就 做 出 了 一 套 有 9 张 牌 、12 种 图 标 、 每 张 牌 上 有 4 个 图 标的 哆 宝 。 


























图 6.6 从 9 个 点 出 发 , 我 们 可 以 画 出 4 组 平行 线 ， 每 组 3 条 


平行 线 斜 着 的 时 候 ， 有 些 直 线 被 分 成 了 几 段 。 我 们 可 以 用 ( 仿 射 ) 方程 来 描述 这 12 条 
直线 。 


我 们 还 可 以 更 进一步 。 根 据 前 述 的 理论 ， 如 果 把 这 个 平面 改 成 射影 
平面 ， 就 能 有 13 张 牌 。 为 此 ， 让 每 组 平行 线 都 相交 于 “无 穷 远 ”处 一 条 
直线 上 的 一 点 即 可 。 这 样 一 来 ， 又 得 到 4 个 新 的 交点 和 1 条 新 的 直线 








(D ”我们 构建 的 就 是 F 平面 ， 表 示 是 从 已 这 个 域 构建 的 平面 。 所 谓 “ 域 "， 就 是 
可 进行 加 、 减 、 乘 、 除 运算 的 代数 结构 。 全 体 实 数 即 构成 一 个 域 。 瓦 也 是 一 
个 域 ， 但 它 只 有 0、1、2 这 三 个 数 ， 其 中 的 加 法 和 乘法 与 普通 运算 一 样 ， 但 只 
保留 运算 结果 除 以 3 以 后 的 余数 。 比 如 ， 在 局 这 个 域 中 ， 可 以 说 2+1=0。 
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(图 6.7 和 图 6.8 )。 这 套 完 整 的 哆 宝 共 有 13 张 牌 ， 每 张 牌 上 有 13 个 图 标 。 





图 6.7 3 阶 射影 平面 示意 图 


3 阶 射影 平面 通过 3x3 的 点 阵 构建 得 出 。 此 平面 有 13 个 点 和 13 条 线 ， 每 条 线 经 过 4 
个 点 ， 经 过 每 点 有 4 条 直线 。 


图 6.8 调整 点 的 位 置 之 后 ， 得 到 更 整齐 的 3 阶 射 影 平 面 


最 中 心 的 点 和 最 外 面 的 3 点 在 一 条 直线 上 ， 为 了 避免 混乱 ， 图 中 没有 画 出 这 条 直线 。 如 果 每 
条 直线 代表 一 种 图 标 ， 我 们 从 这 个 结构 可 以 得 出 一 套 小 型 哆 宝 ， 每 张 牌 上 有 4 个 图 标 。 
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现在 ， 让 我 们 做 一 套 更 大 的 哆 宝 ! 


上 述 构造 法 很 容易 推广 ， 但 阶 数 9 必须 是 质数 ， 也 就 是 说 ， 我 们 
可 以 通过 2x2、3x3、5x5、7x7、11 x 11 等 点 阵 来 构建 。 如 果 阶 数 
4 不 是 质数 ， 则 不 能 保证 所 有 直线 都 经 过 点 阵 中 的 9 个 点 〈 先 不 算 无 
穷 远 处 的 交点 )。 不 信 你 画 个 4x4 的 点 阵 试 试 。 

比如 ,gq = 5 时， 我 们 可 以 从 5x5 的 点 阵 出 发 ， 先 画 出 6 组 平行 
2R, 每 组 5 条 (图 6.9)， 青 加 上 平行 线 在 无 穷 远 处 的 交点 ， 即 得 到 31 
个 点 和 31 条 线 的 射影 平面 。 


6.9 5 阶 射影 平面 含有 30 条 直线 ， 分 为 6 组 ， 每 组 5 条 直线 
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i. 20 个 脑 洞 大 姑 


fF 的 数学 趣 题 





我 在 这 里 就 不 画 5 阶 射影 平面 的 示意 图 了 ， 夯 出 来 也 乱 得 没 法 儿 看 。 
好 在 我 们 还 可 以 用 代数 方法 来 描述 。 细 节 就 不 详细 叙述 了 ”, 对 任意 一 


条 直线 ， 可 通过 计算 得 出 它 经 过 哪 








些 点 


=O 


表 6.1 列 出 了 所 有 点 的 坐标 


和 所 有 直线 的 方程 ， 可 以 得 出 31 张 牌 中 的 每 一 张 有 哪 6 种 图 标 。 


表 6.1 


由 此 表 得 出 5 阶 哆 宝 的 31 张 牌 ，5 阶 哆 宝 就 是 市 场 上 的 儿童 版 哆 宝 











aum 


yz2xe1 


31 个 图 标 








px x x xx 











X xXx 














综 

















上 所 述 ， 如 果 q 是 质数 ， 从 q xd 的 点 阵 出 发 ， 
gr*+g+1 张 牌 和 qr*+qg+1 个 图 
从 7x7 的 点 阵 出 发 ， 我们 可 以 





得 到 的 哆 宝 共有 
标 ， 而 且 每 张 牌 上 有 N =q +1 个 图 标 。 
做 出 57 张 牌 的 哆 宝 ， 每 张 牌 有 8 个 图 








标 ， 这 也 就 是 标准 版 本 。 现 在 理论 都 有 了 ， 你 可 以 用 11x11 的 点 阵 做 





(D 点 的 坐标 形 如 (x,y)， 其 中 x 和 J 都 是 0 到 4 之 间 的 整数 。 线 的 方程 如 果 是 x = 
的 形式 ， 则 表示 水 平 线 ， 其 他 则 是 y= ax b 的 形式 ,其 中 a 和 4b 都 是 0 到 4 
之 间 的 整数 。 另 外 ， 每 组 平行 线 在 无 穷 远 处 有 一 交点 ， 无 穷 远 处 还 有 一 直线 ， 
所 以 一 共有 31 个 点 和 31 条 直线 。 可 通过 方程 确定 哪 条 线 经 过 哪个 点 。 比 如 


y=2x+1 这 条 直线 经 过 (1,3) 这 个 点 ， 因 为 3=2x1+1。 


这 条 直线 也 经 过 (2, 0) 


这 个 点 ， 因 为 0=2x2+1。 由 于 5 阶 平面 是 “环形 ”的 ，5 和 0 是 同一 个 数 。 
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出 133 张 牌 、 每 张 牌 12 个 图 标的 哆 宝 。 加 油 ! 





还 有 更 多 的 哆 宝 吗 ? 


如 果 阶 数 a 不 是 质数 呢 ? 那 就 得 分 类 讨论 了 。 

如 果 4 不 是 质数 ， 但 可 以 表示 为 质数 的 乘 方 ， 比 如 g =4=2…、 q= 
8= 2”、g=9= 3 等 ,那么 以 上 的 直线 法 稍 做 修改 还 能 适用 。 种 种 细 
节 我 就 不 说 了 ， 这 需要 很 深奥 的 有 限 域 理论 。 于 是 ， 阶 数 g=9 时 ， 做 
出 的 哆 宝 有 91 张 牌 ,每 张 牌 10 个 图 标 。 

问题 在 于 ， 直 线 法 并 不 是 构造 有 限 射 影 平 面 的 唯一 方法 。 通 过 别 
的 方法 ， 我 们 可 以 得 到 完全 不 同 的 射影 平面 ， 称 为 非 笛 沙 格 平面 。9 
阶 有 限 射影 平面 除了 直线 法 构造 的 ， 还 有 另外 3 种 完全 不 同 的 。 

如 果 q 既 非 质数 ， 也 不 能 表示 成 质数 的 乘 方 ， 如 6、10 、12 等 ， 
还 没有 规则 可 循 。 但 可 以 肯定 的 是 ， 直 线 方程 法 不 适用 。 

4=6 时 ， 此 问题 无 解 ， 即 不 存在 6 阶 射影 平面 。1901 ^F, Jm 
顿 ， 特 里 在 证 明 欧 拉 36 军官 问题 ”无 解 时 也 就 证 明了 这 一 点 。 换 句 话 
说 ， 每 张 牌 有 7 个 图 标的 哆 宝 做 不 出 来 。 

而 对 于 gq = 10 的 情况 ， 即 10 阶 射影 平面 ， 加 拿 大 数学 家 林 永 康 
( Clement Lam ) 在 1991 年 验证 了 111 种 图 标 和 111 张 牌 的 所 有 组 合 ， 
发 现 没有 一 种 能 对 应 于 有 限 射 影 平面 。 当 然 ， 他 不 是 靠 人 工 计 算 ， 而 
是 借助 于 计算 机 。 其 结论 无 可 辩驳 : 10 阶 射影 平面 不 存在 。 所 以 ， 每 
张 牌 11 个 图 标的 哆 宝 就 别 想 啦 ! 

gq = 12 时 ， 我 们 只 知道 一 件 事 ， 那 就 是 我 们 什么 都 不 知道 ! 157 张 牌 、 















































(D 欧 拉 36 军官 问题 :6 个 不 同 军团 各 派出 6 位 不 同 军衔 的 军官 ， 排 成 6x6 的 
方 阵 ， 要 求 每 行 、 每 列 的 军官 都 来 自 不 同 军团 ， 而 且 军衔 也 不 同 。 就 连 伟 
大 的 数学 家 欧 拉 也 没 能 证 明 此 问题 无 解 。 
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每 张 牌 13 个 图 标的 哆 宝 还 没有 研究 出 来 ( 表 6.2 )。 读 者 们 可 以 自己 尝试 一 
下 ! 对 于 更 大 的 非 质 数 g 值 ， 如 15、18、20 和 各 等 ,问题 一 样 尚 待 解答 。 

总 而 言 之 ， 在 我 看 来 ， 有 限 射 影 平 面 加 上 雪 屋 和 龙 的 图 标 ， 其 唯 
一 的 用 处 就 是 哆 宝 了 。 























表 6.2 已 知 哆 宝 一 览 






























































































































































Wu NERA PE | 已 找到 的 哆 宝 (9 阶 射影 平面 ) 个 数 
1 2 3 
2 3 7 1 ( 法 诺 平 面 ) 
3 4 13 
4 5 21 
5 6 31 1 ( 儿童 版 哆 宝 ) 
6 7 43 0 ( 36 军官 问题 ) 
7 8 57 1 ( 标准 版 哆 宝 ) 
8 9 73 
9 10 91 L ( 其 中 有 3 个 非 笛 沙 格 平面 ) 
10 11 111 0 
11 12 133 至 少 1 个 ( 尚未 发 现任 何 非 笛 沙 格 平面 ) 
12 13 157 尚 待 解答 
x k k 

AFP” 

“厉害 !” 

“眼力 真 好 !” 


“7 阶 射影 平面 !” 
“ 太 简 单 了 ， 没 难度 1” 





07 





挂 不 上 墙 的 神 作 一 


“ 哟 ， 还 拿 了 一 幅 务 啊 ， 何必 这 么 客气 呢 1 这 务 的 是 什么 ? 
“你 的 肖像 啊 ! 我 画 的 是 你 骑 着 一 只 独 角 兽 。” 
“ 啊 ， 还 真是 我 。 我 都 没 认 出 来 …… 挂 哪里 呢 ? ART T 


你 刚 买 了 一 幅 大 师 作 品 ， 想 挂 在 客厅 里 显摆 一 下 。 aa 
子 绕 着 线 把 画 挂 起 来 ， 这 样 哪 人 一 个 钉子 掉 了 ， 还 有 另 一 个 钉子 ， 


也 不 会 掉 下 来 。 
这 明显 没 问 题 啊 。 其 实 不 然 ， 有 特殊 的 绕 线 方法 ， 能 让 画 在 抽出 


一 根 钉子 时 就 掉 下 来 。 继 续 阅 读 以 前 ， 你 不 妨 自 己 试 试 ， 看 能 不 能 找 
到 这 种 方法 。 
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一 幅 画 ， 两 枚 钉 


挂 画 问题 最 时 出现 于 数学 及 物理 学 杂志 《量子 》 中 。1997 年 ， 
一 个 叫 A. 斯 皮 瓦 克 的 人 第 一 次 提出 了 钉子 挂 画 问题 。2014 年 ， 一 
群 美国 数学 家 和 计算 机 学 家 决定 深入 研究 ， 这 个 问题 再 度 受到 关 
注 。 研 究 者 包括 : 在 折纸 和 气球 造型 等 方面 有 许多 数学 研究 的 马 
T - 德 迈 纳 和 埃 里 克 … 德 迈 纳 父子 ， 最 重要 的 加 密 算法 一 一 RSA 加 
密 法 的 发 明 人 之 一 罗 纳 德 . 里 维 斯 特 ， 亚 伊 尔 . 明 斯 基 、 约 天 
夫 … 米 切 尔 和 米 哈 伊 ， 帕 特 拉 什 床 。 他 们 六 人 证 明了 挂 画 问题 中 一 
些 很 有 难度 的 定理 。 

让 我 们 回 到 最 初 的 问题 ( 称 为 问题 1 ) : 墙 上 有 两 枚 钉子 ， 如 何 绕 
线 才能 挂 住 画 框 ， 但 在 抽出 一 枚 钉子 时 ， 画 就 掉 下 来 ” 下 面 就 来 解答 。 
两 枚 钉子 记 为 G 和 D， 先 让 绳子 从 G 上方 通过 ( 顺 时 针 绕 一 圈 )， 然 
后 再 从 D 上 方 通过 (也 是 顺 时 针 绕 一 圈 )， 再 拉 回 来 从 G 上 方 通过 
(这 次 是 着 时 针 绕 一 圈 )， 最 后 绕 D 一 圈 ( 也 是 着 时 针 方向 )。 这 样 一 
来 ， 绳 子 在 每 个 钉子 上 绕 了 两 圈 ， 顺 时 针 和 逆 时 针 方向 各 一 圈 (图 
7.1 )。 如 果 抽 出 一 根 钉子 ， 似 乎 靠 另 一 根 钉 子 还 是 能 挂 得 住 。 其 实 不 
然 ， 因 为 两 次 缠绕 的 方向 相反 ， 等 于 没有 绕 ， 画 会 掉 下 来 ! 

这 种 不 稳定 的 绕 线 方式 可 以 类 比 于 纽 结 理论 中 的 博 罗 米 恩 环 ， 即 
三 个 互 锁 而 不 可 分 的 圆 环 ， 但 如 果 其 中 一 个 圆 环 消失 ， 另 外 两 个 也 随 
即 分 开 。 与 其 说 两 者 类 似 ， 不 如 说 是 从 两 个 不 同 角度 看 到 了 同一 个 现 
象 (图 7.2 )。 
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图 7.1 问题 1 的 解法 


这 幅 “ 难 看 ”的 画 是 文艺 复兴 时 期 的 作品 《圣母 抱 子 》 作者 是 多 梅 尼 科 ， 书 内 齐 亚 诺 ， 
创作 于 1447 年 之 后 , 现 藏 于 华盛顿 国 家 美术 馆 。 画 框 用 两 个 钉子 挂 得 稳 稳 的 ， 但 如 果 
抽出 一 根 钉子 ， 在 重力 的 作用 下 ， 它 必然 险 落 。 这 种 缠绕 方式 可 记 为 gdid, 


12 CD (E 
图 7.2 博 罗 米 恩 环 及 其 变形 


(a) 博 罗 米 恩 环 的 每 个 环 都 在 另 一 个 环 之 下 ， 又 在 第 三 环 之 上 。(b) 改变 环 的 形状 ， 可 以 
看 出 ， 博 罗 米 恩 环 等 效 于 两 个 同心 环 用 绳子 穿 起 来 。(c) 进一步 变形 ， 可 以 把 环 变 成 杆 。 
从 侧面 看 ， 把 两 根 杆 当 作 两 枚 钉子 ， 这 就 是 问题 1 的 解 。 
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一 幅 画 ， 三 枚 钉 ， 再 来 点 代数 拓扑 学 


我 们 再 增加 点 难度 : WRA 3 枚 箱子， 如 何 绕 线 才能 让 画 在 抽出 
任意 一 根 钉子 时 掉 下 来 (问题 2) ? 

研究 这 个 问题 要 用 到 一 个 特别 的 数学 领域 一 一 代数 拓扑 。 可 以 说 ， 
拓扑 学 是 几何 学 的 一 个 分 支 ， 主 要 研究 物体 的 形状 。 而 代数 拓扑 就 是 
用 代数 工具 来 研究 这 些 形状 ， 找 出 其 中 的 结构 ， 并 定义 不 同 的 操作 ， 
其 特长 就 是 给 纽 结 分 类 。 

代数 拓扑 中 很 重要 的 一 条 是 : EKRE R- | G,D | 与 双生 成 元 自由 
群 同 构 。 我 这 么 说 了 等 于 没 说 。 我 们 来 梳理 一 下 其 中 的 意思 。 

一 方面 ， 所 谓 基本 群 R- | G,D 1， 不 过 是 “把 绳子 绕 在 G 和 D 两 
枚 钉子 上 的 所 有 方法 ”的 高 级 说 法 而 已 。 另 一 方面 ， 双 生成 元 自由 群 
是 个 纯 代数 概念 ， 具 体 细 节 就 不 详 说 了 。 我 们 可 以 将 其 视 为 一 个 集合 ， 
其 元 素 是 有 限 符 号 串 ， 符 号 可 随意 选择 ， 如 g 和 a4， 代表 两 个 生成 元 ， 
其 道 元 记 为 eo 和 4d"。 于 是 ,gdg dn"、dd"'g ggd g 3 dggd g g 这 
样 的 表达 式 都 是 这 个 双生 成 元 自由 群 中 的 元 素 。 此 群 还 有 一 个 特殊 的 
元 素 ， 由 0 个 符号 构成 ， 称 为 “1”。 另 外 还 要 注意 的 是 ， 逆 元 的 逆 元 
也 就 是 生成 元 本 身 ， 也 就 是 说 (ge ) -£. 

在 一 个 自由 群 中 ， 符 号 的 顺序 有 意义 ， 所 以 gg 和 dg 是 不 同 的 。 
知道 这 些 之 后 ， 我 们 再 来 看 看 表达 式 的 简化 规则 : 如 果 某 生成 元 及 其 
道 元 前 后 相连 ， 则 互相 抵消 。 比 如 ， 表 达 式 8 'e dd sd 可 简化 为 
8 g gd， 又 进一步 简化 为 ed。 不 可 再 简化 的 表达 式 称 为 “规范 式 ”。 

代数 拓扑 学 家 告诉 我 们 ， 每 一 种 绕 线 方式 对 应 双生 成 元 自由 群 中 
的 一 个 元 素 。 按 以 下 规则 记录 : g 和 4 分 别 对 应 顺 时 针 绕 钉子 G 和 了 
一 圈 ， 而 其 逆 元 g M d” MRR E e—a, MA, B 8.1 中 的 绕 
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线 方法 可 表示 为 gdg d^, 

拿 掉 某 个 钉子 ， 相 当 于 把 表达 式 中 相应 的 符号 去 掉 ， 如 果 表 达 式 
最 终 可 简化 为 “1”， 就 意味 着 画 会 掉 下 来 。 以 dggd g g Wf, An 
拿 掉 钉 子 D， 则 表达 式 变 为 gge gs”， 最终 可 简化 成 1， 也 就 是 说 ， 面 
会 掉 下 来 ; 而 如 果 拿 掉 钉 子 G， 表 达 式 变 为 di， 也 能 简化 成 1， 画 也 
会 掉 下 来 。 

让 我 们 回 到 问题 2: 现在 有 3 个 钉子 ( 记 为 G、M、D )， 所 以 要 
考察 一 下 3 个 符号 (e,m, d) 的 自由 群 。 要 让 画 掉 下 来 ， 就 是 要 找 
出 3 种 符号 组 成 的 规范 式 ， 无 论 去 掉 哪 种 符号 ， 最 终 都 能 简化 成 1。 
其 实用 不 了 几 分 钟 就 能 得 出 答案 。 这 样 的 表达 式 有 很 多 ， 比 如 
gmg m dmgm g Gd 。 试 斌 看， 去掉 任何 一 个 字母 ， 表 达 式 都 会 简化 
为 1( 图 7.3)。 

















图 7.3 问题 2 的 解法 ， 对 应 的 表达 式 为 gmg^m'dmgm"g"d^ 
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一 幅 画 ， 许 多 钉 ， 更 多 的 代数 


让 我 们 更 进一步 吧 ! 4 枚 钉子 的 时 候 有 没有 满足 要 求 的 绕 线 法 呢 ? 
也 就 是 德 迈 纳 他 们 提出 的 问题 3。 

德 迈 纳 的 团队 在 其 文章 中 一 共 提 出 了 11 个 类 似 的 问题 。 比 如 ， 有 
4 枚 钉子 ， 两 蓝 两 红 ， 如 何 绕 线 才能 使 得 在 拿 掉 两 枚 蓝 钉 或 一 枚 红 钉 
时 ， 让 画 掉 下 来 ? 这 是 问题 4。 

为 了 回答 这 些 问 题 ， 要 用 到 群 论 的 特殊 工具 一 一 交换 子 〈 或 换 位 
子 )。 对 于 某 群 中 的 4 和 了 两 元 素 ， 其 交换 子 为 表达 式 484-B-， 记 
A [AB]. Scl E.g 和 4 的 交换 子 [ g, d] = gdg d^ 就 是 最 早 提出 
的 两 钉 问 题 的 解 。 交 换 子 有 两 个 好 处 ， 首 先 ， 拿 控 4 或 B 中 的 任意 一 
个 ， 表 达 式 都 能 简化 成 1。 而 且 , 4 和 B 可 替换 成 表达 式 。 比 如 ， 设 
A=gmg'm` 目 B=d， 则 交换 子 可 写 为 gmg m d(gmg m ) d, Hb 
(gmg m^)" 表示 gmg m^ 的 反 演 ， 即 能 把 后 者 简化 为 1 的 表达 式 。 在 
实际 计算 中 ， 表 达 式 的 反 演 可 这 样 获 得 : 从 右 往 左 倒 着 写 要 反 演 的 
表达 式 ， 并 将 每 个 符号 替换 为 其 道 元 。 所 以 ，(gmg m) =mgm 
8 。 最 后 ， 在 交换 子 [4, d) P, WIR A 是 两 钉 问 题 的 解 ， 那 么 此 
交换 子 可 写 为 gmg m dmgm sd 。 这 正 是 三 钉 问题 的 解 ! 

所 以 ， 四 钉 问题 的 解法 也 有 了 ， 只 要 写 出 交换 子 |S, x] 的 表达 式 
即 可 ,其 中 5 是 三 钉 问 题 的 解 ， 由 8g、m 和 4 组 成 ,x 表示 新 加 的 第 4 
枚 钉子 X， 最 终 所 得 的 表达 式 有 22 个 符号 ( 图 7.4 )。 这 种 方法 还 可 推 
广 到 5 枚 钉子 甚至 更 多 , 但 并 不 保证 得 到 的 是 最 简单 的 解 。 实 际 上 ， 
如 果 用 更 高 级 的 [[ g, mj, |d, x]] 形式 ， 四 条 问题 的 解 可 以 只 有 16 个 
符号 。 


















































© 很 容易 验证 [4,B]=1， 当 上 且 仅 当 A4B=B4,， 即 4 和 B 点 可 交换 的 。 一 一 译 者 注 
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图 7.4 问题 3 一 一 四 钉 问题 的 解 


拿 掉 4 枚 钉子 中 的 任意 一 枚 ， 画 都 会 掉 下 来 。 绕 线 方式 对 应 的 表达 式 为 : [[[g, m], d], x] = 
gmg m'dmgm'g d xdgmg m d mgm gx, 还 是 别 在 家 尝试 了 ， 稍 有 差错 都 会 弄 得 
乱七八糟 ! 


红 蓝 钉 问 题 也 可 用 交换 子 来 解 。2 和 bs 表示 两 个 蓝 钉 (blue ), 
rV 和 rs 表示 两 个 红 钉 (red )， 只 要 把 [bbs, [mm 71] 展开 就 可 以 
(图 7.5 )。 

六 位 研究 者 还 证 明了 一 个 十 分 惊人 的 结论 : 无 论 有 多 少 钉子 ， 有 
怎样 的 要 求 ， 总 能 找到 解法 。 当 然 也 有 限制 一 一 提出 的 要 求 不 能 自 相 
了 矛盾， 比如， 不 能 要 求 拿 掉 1 枚 钉子 时 画 掉 下 来 ， 而 拿 掉 2 枚 钉子 时 
画 却 还 能 挂 住 。 想 想 便 知 ， 假 如 拿 掉 一 枚 钉子 时 ， 面 就 掉 下 来 了 ,不 
可 能 在 拿 掉 第 二 枚 钉子 后 ， 夯 又 自己 挂 回去 。 

不 自 相 矛盾 的 充 要 条 件 是 ， 它 能 写 为 “单调 布尔 函数 ”的 形式 ， 
这 是 布尔 逻辑 中 的 概念 。 在 钉子 挂 画 问题 中 ， 意 味 着 只 能 用 “ 拿 掉 钉 
子 X"“ 画 会 掉 下 来 ”等 语句 ， 加 上 连词 “ 且 ” “或 ”来 提出 要 求 ， 而 
不 能 用 “不 拿 掉 钉子 X” 之 类 的 语句 。 














x 
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图 7.5 红 蓝 钉 问题 的 解 


拿 挤 两 枚 蓝 钉 或 一 枚 红 钉 时 ， 和 画 会 掉 下 来 。 其 解 的 表达 式 为 [bb,,[r,7]] = 


-lp -1h -1 -1 d. i 
bbyyyyg r by Do rrr r o 





问题 2 可 写 为 单调 布尔 函数 的 形式 ， 即 “ 拿 掉 钉 子 G， 或 拿 掉 钉 
子 M， 或 拿 掉 钉 子 D， 画 会 掉 下 来 。” 同样 的 ， 也 可 以 把 问题 A 写 
成 :“ 拿 掉 钉 子 B 且 拿 掉 钉 子 B,， 或 拿 掉 钉 子 RI， 或 拿 掉 钉 子 R。， 
画 会 掉 下 来 。” 德 迈 纳 父子 及 其 团队 证 明 的 ， 正 是 这 些 “ 且 ”和 “或 ” 
都 有 合适 的 表达 式 ， 于 是 ， 所 有 的 挂 画 问题 都 有 解 。 他 们 提出 的 第 
11 个 也 是 最 后 1 个 问题 有 6 枚 钉子 , 2 红 2 蓝 2 黄 ， 拿 掉 至 少 2 枚 
不 同 颜色 的 钉子 时 ， 画 会 掉 下 来 。 这 个 要 求 可 写 为 单调 布尔 函数 的 形 
式 ， 所 以 此 问题 有 解 ， 但 这 个 解 很 难 实现 ， 因 为 其 规范 式 的 符号 有 
320122594 

BRR TAE, [EdEmIRIBUKAA AG YEA REBEL. CRE, RIL 
用 代数 方法 考虑 了 钉 上 绕 线 的 情况 ， 却 没有 考虑 自 缠绕 的 情况 (图 
7.6 )。 如 果 允 许 自 缠绕 ,许多 解 就 能 大 大 简化 ， 但 具体 能 简化 到 何 种 
程度 ， 目 前 还 不 清楚 。 唯 一 能 确定 的 是 ， 从 此 挂 画 方法 将 大 不 同 。 





or EE [6T 





E] 7.6 问题 4 的 另 一 种 解法 一 一 自 缠绕 


允许 自 缠绕 能 大 大 简化 绕 法 ， 还 可 推广 到 更 多 钉子 。 如 果 拿 掉 4 枚 钉子 中 的 LAE, HO 
怪 不 忍 睹 的 古 画 就 会 掉 下 来 。(《 骑 海豚 的 阿里 丛 》， 据 传 是 弗 朗 切 斯 科比 安 基 ， 费 拉 
里 所 作 ， 现 存 英国 牛津 阿 什 莫 林 博 物 馆 。) 


x k k 


UR, Keds E SEERR KA, AAE4RETE, 
如 果 这 样 还 能 挤 下 来 ， 那 真是 邪门 了 。” 
“是 啊 — 那 我 应 该 谢谢 你 咯 ?” 
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“亲爱 的 朋友 们 ， 是 时 候 让 世界 知道 真相 了 。 地 球 是 平 的 ! 
各 国政 客 骗 了 我 们 。 证 据 就 在 眼前 ! 要 不 然 美国 国家 航空 航天 
总 局 为 什么 总 要 修改 太空 照片 ? 如 果 地 球 转 得 这 么 快 ， 我 们 怎 
么 可 能 察觉 不 到 ? 海水 为 什么 和 海底 地 形 不 一 致 ”这 些 问题 谁 
都 回答 不 了 skrasi x 

“等 等 ， 我 以 为 地 球 是 中 空 的 ， 里 面 有 个 太阳 ， 有 另 一 个 文 
8], AKERRA” 

“不 对 ， 地 球 不 可 能 既是 平 的 又 是 中 空 的 ， 你 别 胡扯 了 。” 


xX k k 


正方 形 ， 对 大 多 数 人 和 数学 家 来 说 ， 是 一 个 四 角 为 直角 、 四 边 相 
等 、 对 边 平 行 的 多 边 形 。 而 拓扑 数学 家 眼中 的 正方 形 则 完全 不 一 样 。 
他 不 在 意 边 啊 、 角 响 、 平 行 啊 什 么 的 ， 对 他 来 说 ， 这 些 都 是 几何 概念 。 
正方 形 在 他 眼中 是 一 条 线 ， 沿 着 这 条 线 一 直 走 会 返回 起 点 。 有 没有 拐 
弯 也 不 重要 ， 这 不 是 他 要 研究 的 问题 。 正 方形 的 拓扑 学 定义 也 适用 于 
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其 他 形状 ， 如 长 方形 、 三 角形 、 圆 形 等 。 

换 句 话说 ， 在 拓扑 学 中 ,我 们 可 认为 正方 形 和 圆 形 在 茶 种 程度 上 
就 是 一 种 东西 ， 它 们 “拓扑 等 价 ”， 或 者 说 得 更 专业 一 点 ， 它 们 “ 同 
豚 ”。 具 体 的 定义 我 就 不 细 说 了 ， 我们 只 要 知道 ， 如 果 拓 扑 学 家 说 “两 
拓扑 空间 同 豚 ”， 无 非 是 用 更 精确 的 方法 说 明 他 正在 研究 的 两 个 形状 大 
致 相同 。 所 以 ， 人 们 常 说 拓扑 学 是 “橡胶 几何 学 ”: 如 果 一 个 物体 能 变 
形成 另 一 个 物体 ， 那 它们 就 是 同一 个 物体 。 

因此 ， 拓 扑 学 可 以 阐述 为 : 去 掉 所 有 几何 性 质 后， 再 对 几何 形状 
进行 研究 的 科学 。 折 扑 学 的 有 趣 之 处 在 于 ， 其 研究 方法 可 以 让 我 们 了 
解 地 球 到 底 是 什么 形状 。 

让 我 们 问 得 更 准确 一 些 : 地球 表 面 是 什么 形状 ? 有些 人 会 说 地 球 
是 圆 的 ， 另 一 些 人 会 说 地 球 不 是 圆 的， 两 极 稍 扇 一 一 从 拓扑 学 来 看 ， 
这 其 实 是 一 回 事 。 有 些 人 要 小 聪明 ， 会 说 地 球 不 是 圆 的 ， 而 是 球形 。 
其 他 要 小 聪明 的 人 会 反驳 说 ， 地 球 是 土豆 形 的 。 在 历史 上 ， 某 些 宗 教 
非 要 说 地 球 是 平 的 ， 谁 敢 反 对 就 要 受 惩罚 。 

最 后 这 种 说 法 在 很 久 以 前 就 被 许多 物理 实验 驶 倒 。 但 从 拓扑 学 来 
看 ， 说 地 球 是 平 的 ， 并 不 完全 是 无 移 之 谈 。 地 球 也 可 能 是 其 他 形状 ， 
考虑 过 所 有 情况 之 后 再 定论 比较 稳妥 。 地 球 到 底 是 什么 形状 呢 ? 在 讨 
论 我 们 生活 的 星球 之 前 ,我 们 先 看 看 其 他 的 世界 ， 比 如 电子 游戏 中 的 
世界 。 













































































马里 奥 兄弟 的 星球 





第 一 个 有 趣 的 例子 ， 是 任天堂 公司 在 1985 年 发 行 的 游戏 《超级 马 
里 奥 见 弟 》 中 的 第 一 关 。 从 拓扑 角度 看 ， 这 个 世界 是 什么 样 呢 ? 
第 一 个 要 点 就 是 这 个 世界 有 两 个 维度 ， 可 在 左右 和 上 下 两 个 方向 
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上 移动 ( 上 下 方向 可 跳 起 再 落下 )。 马 里 奥 在 纵深 方向 上 无 法 做 任何 动 
作 ， 所 以 游戏 被 限制 在 二 维 中 。 第 二 个 要 点 是 ， 马 里 奥 的 世界 有 边界 ， 
左右 两 边 都 有 看 不 见 的 墙 ， 无 法 通过 ; 也 不 能 销 进 地 底下 一 一 先 不 考 
虑 地 洞 ， 马 里 奥 掉 进 洞 里 就 死 了 ， 而 地 洞 那 一 关 是 另 一 个 世界 ; 屏幕 
的 上 沿 ， 即 天 空 ， 也 可 视 作 一 个 界限 。 在 这 个 世界 中 ， 我 们 留 着 小 胡 
子 的 主人 公 被 限制 在 4 条 无 法 逾越 的 边界 内 。 于 是 ， 他 从 某 一 点 出 发 ， 
总 会 在 某 处 被 挡住 ， 不 可 能 想 走 多 远 就 走 多 远 。 这 时 ， 我 们 说 此 空间 
是 “ 紧 空间 ” 。 

总 之 ,《 超 级 马里 奥 见 弟 》 的 第 一 关 展 现 了 一 个 二 维 紧 空间 ， 只 有 
一 个 边界 ， 可 类 比 于 长 方形 所 占 空 间 。 从 拓扑 角度 说 ， 这 一 空间 在 变 
形 之 后 ， 也 可 被 视 为 正方 形 ， 甚 至 圆 盘 ( 图 8.1 )。 








图 8.1 《超级 马里 奥 兄弟 》 中 的 第 一 关 空间 


游戏 中 有 少数 几 个 关卡 不 是 这 样 的 。 第 一 关 的 空间 是 长 方形 (a)。 变 形 之 后 ， 我 们 可 以 
把 它 视 为 正方 形 (b) 或 圆 盘 形 (c)。 





(D 拓扑 学 中 空间 紧 性 的 严格 定义 要 比 这 复杂 一 千 倍 ， 细 节 就 不 详 说 了 。 
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我 们 再 来 看 一 个 复杂 点 的 例子 。1983 年 发 行 的 街机 版 《马里 奥 见 
弟 》 游 戏 中 ， 马 里 奥 和 路 易 吉 的 空间 就 屏幕 那么 大 ， 他 们 的 目标 是 消 
灭 其 中 所 有 敌人 ， 如 马 龟 、 蟒 蟹 等 ， 尽 量 多 得 分 ， 然 后 进入 下 一 关 。 
这 次 ， 二 人 依然 是 在 上 下 和 左右 两 个 维度 上 动作 。 

街机 版 《马里 奥 见 第》 的 特别 之 处 在 于 ， 如 果 从 左边 走出 去 ， 还 
能 从 右边 走 回来 ， 反 之 亦 然 ， 因 此 说 不 上 有 什么 边界 。 我 们 可 以 认为 
左右 两 边 是 一 回 事 ， 而 上 下 倒是 有 边界 。 这 个 空间 依然 是 紧 空 间 ， 因 
为 不 管 往 右 走 多 远 ， 最 终 还 是 会 回 到 起 点 ， 也 就 是 说 ,不 可 能 离 起 点 
任意 远 。 从 拓扑 学 上 看 ， 可 以 说 马里 奥 和 路 易 基 所 在 的 空间 是 圆柱 面 。 

为 了 便于 理解 ， 我 们 可 以 把 屏幕 想象 成 一 张 纸 ， 在 左右 两 边 设置 一 
些 粘 合 点 〈 数 学 性 粘 合 ， 让 两 个 拓扑 空间 能 完美 连接 )， 然 后 把 它 卷 起 
来 ， 让 左右 两 边 对 接 ， 这 样 我 们 就 得 到 了 一 个 圆柱 面 ， 也 能 看 出 为 什 
么 马里 奥 见 弟 从 屏幕 一 边 出 去 ， 马 上 就 能 从 另 一 边 回 来 。 马 里 奥 兄 弟 
以 为 自己 住 在 二 维 世 界 ， 其 实 他 们 所 在 的 空间 是 一 个 圆柱 面 (图 8.2 )。 
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8.2 ”街机 版 《马里 奥 兄弟 》 的 界面 可 视 为 左右 两 边 等 同 的 正方 形 (a) 或 者 圆柱 面 (b) 


总 之 ， 街 机 版 《马里 奥 见 弟 》 的 空间 是 一 个 二 维 紧 空间 ， 有 两 个 
边界 。 根 据 不 同 的 观察 方法 ， 这 个 空间 可 视 为 一 个 左右 两 边 等 同 的 正 
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方形 ， 也 可 视 为 一 个 圆柱 面 。 

游戏 世界 还 存在 其 他 形状 ， 比 如 1979 年 发 行 的 街机 版 射击 游戏 
《小 行星 》 在 游戏 中 ,宇宙 飞船 要 消灭 从 四 面 八方 飞 来 的 小 行星 。 这 
个 游戏 依然 是 二 维 的 ， 飞 船 可 以 上 下 、 左 右 移动 。 但 游戏 中 的 宇宙 没 
有 边界 ， 如 果 飞 船 从 屏幕 右边 飞 出 去 ， 马上 又 会 从 左边 飞 回 来 ， 如 果 
从 上 边 飞 出 去 ， 又 会 出 现在 屏幕 底下 ， 反 之 亦 然 。 所 以 ， 这 个 空间 依 
然 是 紧 空间 ， 因 为 飞船 不 可 能 飞 离 出 发 点 任意 远 。 

从 拓扑 学 上 看 ， 我 们 可 以 说 这 个 空间 是 环 面 ， 好 像 一 个 甜 甜 圈 ， 
或 者 救生 圈 ， 或 者 自行 车 内 胎 的 表面 。 我 们 还 是 用 纸 来 帮助 理解 。 把 
屏幕 当 作 弹 性 纸 ， 先 把 左右 两 边 对 接 ， 得 到 一 个 圆柱 面 。 这 时 上 下 两 
边 ， 即 圆柱 面 的 项 边 和 底 边 ， 是 两 个 圆 。 再 把 这 两 个 圆 对 接 起 来 ， 贺 
柱 面 就 变 成 了 环 面 。 

简 而 言 之 ， 街 机 版 《小 行星 》 游 戏 的 界面 是 一 个 无 界 二 维 紧 空间 。 
根据 观察 方法 不 同 ， 可 视 为 对 边 等 同 的 正方 形 ， 或 者 环 面 。 










































































《马里 奥赛 车 》 的 星球 


正方 形 的 对 边 可 以 等 同 ， 但 怎么 个 两 两 等 同 法 儿 呢 ? 

我 们 再 以 界面 为 圆柱 面 的 街机 版 《马里 奥 见 弟 》 为 例 。 可 以 想象 ， 
马里 奥 在 地 上 走 着 ， 从 屏幕 右边 出 去 ， 又 从 左边 回来 ， 不 过 头 朝 下 ， 
脚 在 天 花 板 上 。 然 后 走 着 走 着 ， 他 又 从 右边 出 去 了 ， 这 次 脚 着 地 从 左 
边 回来 。 这 个 假想 的 界面 可 视 为 正方 形 左右 两 边 等 同 但 方向 相反 。 在 
这 种 情况 下 ， 天 花 板 和 地 面 无 法 区 分 ， 它 们 是 同一 边界 。 从 几何 学 上 
看 ， 可 以 说 这 个 界面 是 一 个 莫 比 马 斯 环 。 

莫 比 乌 斯 环 可 简单 地 用 纸 条 做 出 ， 只 要 把 纸 条 的 一 边 翻 转 半 圈 ， 
然后 和 另 一 边 相 接 即 可 。 仔 细 研 究 一 下 莫 比 乌 斯 环 的 细节 ， 你 就 会 发 
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现 它 有 着 许多 惊人 的 性 质 ( 图 8.3 )。 





图 8.3 莫 比 乌 斯 环 ( 右 ) 可 由 环形 ( 左 ) 获得 ， 只 要 把 环形 剪 开 ， 
然后 把 两 边 反 向 相 接 即 可 

首先 ， 莫 比 乌 斯 环 只 有 一 条 边界 。 用 手指 沿边 缘 绕 一 圈 ， 就 会 发 
现 虽 然 回 到 了 起 点 ， 却 是 在 起 点 的 对 面 ， 青 绕 一 圈 才 能 绕 完 全 程 ， 回 
到 原来 起 点 。 

不 仅 如 此 ， 葛 比 乌 斯 环 也 只 有 一 个 面 。 用 手指 沿 着 “外 表面 ” 绕 
A, 会 回 到 起 点 ， 不 过 是 在 “内 表面 "。 其 实 ， 葛 比 乌 斯 环 没 有 所 谓 
“外 表面 ”和 “内 表面 ”>， 因 为 就 是 一 个 面 ! 在 《马里 奥赛 车 8》 中 ， 
有 一 条 赛 道 就 是 莫 比 乌 斯 环 ， 因 为 车 开 到 半 程 时 会 回 到 起 点 线 ， 不 过 
是 在 路 的 男 一 边 。 

沿 着 中 线 把 莫 比 乌 斯 环 前 开 ， 不 会 得 到 两 个 莫 比 乌 斯 环 ， 而 是 一 
个 有 两 面 的 普通 环 。 原 因 很 简单 : 剪 的 动作 增加 了 一 条 边界 。 由 此 得 
到 的 表面 是 一 整 块 一 一 上 下 两 边 总 是 一 样 长 ， 但 有 两 条 边界 ， 也 就 是 

一 个 普通 的 环形 (图 8.4)! 

正方 形 的 边 还 能 通过 其 他 方式 对 等 ， 能 得 到 和 莫 比 乌 斯 环 一 样 奇 

异 的 几何 体 ”。 说 也 说 不 完 ， 我 就 不 说 了 。 












































O 如 克 莱 因 瓶 或 伯 伊 曲 面 。 和 英 比 乌 斯 环 一 样 ， 这 些 拓扑 空间 都 只 有 一 个 面 ， 
但 它们 无 法 在 三 维 空间 中 完美 呈现 ， 所 以 比较 难以 想象 。 
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图 8.4 剪 开 莫 比 乌 斯 环 


如 果 沿 着 中 线 把 莫 比 乌 斯 环 前 开 ， 得 到 的 形状 有 两 条 边界 ， 一 条 是 原来 英 比 乌 斯 环 的 边 
界 ( 红 、 蓝 色 )， 另 一 条 是 剪 开 线 (黑色 )。 





拓扑 学 家 看 地 球 





让 我 们 回 到 地 表 形状 的 问题 。 可 以 肯定 的 是 ,我们 星球 的 表面 在 
总 体 上 是 一 个 二 维 拓 扑 空 间 ， 更 准确 地 说 ， 是 数学 家 所 称 的 “二 维 流 
形 ”。 这 意味 着 ,星球 表面 上 所 有 的 点 都 被 一 个 点 圆 盘 围绕 ， 这 个 点 辆 
盘 可 以 变形 ， 也 可 以 很 微小 。 在 实际 情况 中 ， 这 意味 着 无 论 我 们 在 流 
形 上 何 处 ， 只 要 我 们 足够 小 ， 流 形 在 我 们 看 来 就 像 平 面 。 在 这 个 表面 
上 ， 可 沿 两 个 方向 移动 ， 即 有 两 个 维度 。 除 了 两 极 ， 我 们 总 能 沿 南北 
方向 和 东西 方 移动 。 如 果 还 有 上 下 方向 ， 那 就 有 了 第 三 维 ， 但 这 里 讨 
论 的 只 是 地 球 表 面 ， 所 以 不 涉及 第 三 维 。 

第 二 个 要 点 ， 也 是 我 们 经 常 忘记 的 要 点 ， 就 是 地 球 表面 是 可 定向 
面 ， 也 就 是 说 ， 如 果 我 从 某 处 〈 如 巴黎 ) 出 发 ， 绕 地 球 几 圈 最 后 回 到 
起 点 , 不管 路 线 如 何 ， 都 不 可 能 头 朝 下 、 脚 贴 地 走 回 来 。 如 果 地 球 表 
面 是 莫 比 乌 斯 环 ， 这 种 情况 就 有 可 能 ， 那 也 大 怪异 了 。 所 以 ， 地 表 形 
状 肯定 不 是 莫 比 乌 斯 环 ， 也 不 是 任何 含有 莫 比 乌 斯 环 的 表面 。 
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第 三 个 要 点 是 连通 性 : 无 论 我 们 在 地 表 哪 一 点 ， 总 可 以 在 不 离开 
地 表 的 情况 下 到 达 其 他 任意 一 点 。 地 表 是 连通 的 ， 是 一 整 片 。 月 球 表 
面 就 不 是 地 球 表 面 的 组 成 部 分 。 

最 后 一 个 确定 地 表 拓 扑 性 质 所 需 的 要 点 一 一 其 实 ，15 世纪 到 16 

世纪 的 探险 家 早已 经 发 现 了 这 一 点 一 一 紧 致 无 界 。 所 以 ， 地 球 不 是 平 
的 ! 地 表 没 有 边界 ， 因 为 哥伦布 从 未 到 过 一 个 地 方 ， 从 那里 再 往外 什 
么 也 没有 ， 而 如 果 地 表 是 圆 盘 或 圆柱 面 ， 就 会 存在 那样 的 地 方 。 地 表 
是 紧 空 间 ， 因 为 麦哲伦 最 远 只 能 离开 出 发 点 2 万 公里 左右 ， 而 如 果 地 
表 是 无 限 长 的 平面 或 条 带 ， 他 就 能 走 得 更 远 。 
所 以 ， 地 球 表面 是 可 定向 、 紧 致 、 连 通 、 无 界 的 二 维 拓扑 空间 。 
刚好 有 一 个 定理 研究 此 类 情况 一 一 “可 定向 、 紧 致 、 连 通 、 无 界 二 维 
拓扑 流 形 分 类 定理 ”。 这 个 名 字 是 不 是 很 有 创意 ? 顾名思义， 这 个 定理 
要 找 出 所 有 符合 这 些 要 求 的 表面 ， 而 可 能 性 并 不 多 ， 只 能 是 球形 (或 
其 变形 )、 环 形 或 者 多 环形 。 

拓扑 学 家 可 以 得 出 的 结论 是 ， 地 球 可 能 是 球形 ， 但 也 可 能 是 环形 
或 者 几 个 环形 相连 。 虽 然 他 们 对 没 人 想 过 的 问题 给 出 了 完全 不 能 令 人 
满意 的 答案 ， 但 我 们 还 是 要 感谢 他 们 ! 
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“欢迎 来 到 “地 球形 状 阴谋 论 ' 大 会 。 讨 论 会 “美国 国家 航空 航天 
总 局 如 何 隐瞒 地 球 是 平 的 这 一 真相 ”将 于 10 点 在 阶梯 教室 B 举行 。 
11 点 是 报告 会 “地 球 中 空 ， 我 有 证 据 !?。13 点 30 是 报告 会 “地 球形 
如 烟 政 三文鱼 面包 圈 ,证 明 我 们 的 地 球 是 环形 ， 首 次 揭秘 ， 不 要 错 
Ha 今天 最 后 一 场 讨论 会 是 “地 球 是 莫 比 乌 斯 环 "， 将 于 15 点 30 举 
行 ， 您 将 听 到 不 可 思议 的 故事 : 一 个 人 环绕 地 球 一 圈 却 没有 回 到 起 点 。” 
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认识 宇宙 的 形状 一 


“你 知道 吗 ， 如 果 在 宇宙 中 一 直 往 右 走 ， 可 能 某 天 就 走 回 地 
pug 

H? pee, F EEA 

“还 有 ， 可 能 回 到 地 球 之 后 ， 柠 榜 变 橙子 味 儿 了 ， 橙 子 变 成 
柠 榜 味 儿 了 1!” 

"Ay SEE DEPO S" 


x k 米 


我 们 已 经 大 致 研究 过 地 球 表 面 的 形状 ， 那 让 我 们 把 目光 放 远 一 点 : 
宇宙 是 什么 形状 呢 ? 这 其 实 提 出 了 两 个 不 同 的 问题 一 一 宇宙 有 什么 样 
的 几何 ， 以 及 宇宙 有 什么 样 的 拓扑 。 宇 宙 的 几何 学 研究 的 是 空间 的 弯 
曲 ， 比 如 两 点 之 间 是 不 是 直线 距离 最 得 ， 三 角形 内 角 和 是 多 少 度 ， 等 
等 。 所 以 ， 几 何 关 心 的 问题 是 宇宙 在 每 一 点 处 的 局 部 形状 。 而 研究 宇 
宙 形 状 的 另 一 种 方法 是 探索 宇宙 的 总 体外 形 。 比 如 ， 我 们 可 以 推测 宇 
宙 i 是 无 限 的 ， 但 这 其 实 没 有 回答 总 体外 形 的 问题 ， 因 为 有 很 多 种 拓扑 












































09 ”认识 宇宙 的 形状 /77 








形状 都 是 无 限 的 。 那 么 ， 宇 宙 从 总 体 上 看 到 底 是 什么 形状 ? 宇宙 从 外 
面 看 起 来 是 什么 样子 ? 我 们 生活 在 一 个 三 维 世界 ， 所 以 只 要 离 地 球 远 
一 点 ， 就 可 以 看 出 地 球 表面 这 个 二 维 面 是 球面 ， 而 不 是 环 面 。 然 而 ， 
如 果 想 用 同样 的 方法 去 看 宇宙 的 形状 ， 那 就 要 到 宇宙 外 面 去 一 一 这 根 
本 就 是 不 可 能 的 。 而 真正 无 法 和 逾越 的 困难 是 ， 我 们 必须 要 在 四 维 空间 
中 才能 看 清 宇宙 的 拓扑 。 活 在 三 维 空间 的 人 类 ， 能 做 的 也 只 有 假设 
了 ……… 有 些 假设 看 起 来 很 范 密 ,但 并 非 不 可 能 。 
































宇宙 是 三 维 面 包 圈 吗 ? 

















我 们 要 问 的 第 一 个 问题 是 : 宇宙 是 无 限 的 吗 ? 大 家 都 倾向 于 肯定 
的 回答 ， 因 为 在 宇宙 中 一 直 往 碳 走 ， 走 着 走 着 撞 到 墙 的 概率 很 小 。 此 
时 ， 字 宙 有 R 空间 的 拓扑 。 这 个 空间 也 就 是 我 们 在 学 校 学 过 的 三 维 空 
间 ， 每 一 维 都 无 限 延伸 。 相 反 地 ， 我 们 可 以 假设 宇宙 并 非 无 限 ， 而 且 
有 界 。 这 时 ， 我 们 就 要 把 宇宙 视 为 巨大 球体 的 内 部 ， 或 者 巨大 环形 的 
内 部 ， 再 看 看 其 表面 有 哪些 可 能 的 拓扑 。 我 们 会 得 出 与 地 表 一 样 的 结 
论 ， 因 为 要 满足 的 假设 也 是 一 样 的 。 

但 是 ， 有 没有 一 种 拓扑 ， 有 限 却 无 界 呢 ? 不 仅 有 ， 而 且 有 很 多 。 

为 了 便于 理解 ， 我 们 来 做 一 次 数学 幻想 吧 。 假 设 宇宙 是 巨大 立方 
体 的 内 部 ,立方 体 称 为 宇宙 的 “基本 域 "。 这 个 立方 体 有 6 个 面 。 可 以 
想象 ， 如 果 有 人 穿 过 立方 体 的 一 面 ， 就 会 进入 另 一 个 宇宙 ， 后 者 与 第 
一 个 宇宙 完全 一 样 。 这 些 宇 宙 有 无 穷 多 个 ， 每 个 都 一 样 ， 一 个 个 堆 起 
来 。 此 时 ， 如 果 我 穿 过 立方 体 宇宙 的 右 侧面 ， 那 么 左边 宇宙 中 的 “我 ” 
也 会 穿 过 一 个 面 。 既 然 所 有 宇宙 都 一 模 一 样 ， 那 么 我 们 可 以 认为 只 有 
一 个 宇宙 ， 而 穿 过 一 个 面 就 是 “ 瞬 移 ” 到 相对 面 的 同一 位 置 。 如 果 我 
站 在 这 样 的 拓扑 空间 中 ， 就 能 观察 到 前 后 、 左 右 、 上 下 都 有 一 样 的 我 ， 












































78 /数学 也 荒唐 : 20 个 脑 洞 大 开 的 数学 趣 题 








无 穷 无 尽 。 

立方 体 宇宙 可 以 和 游戏 《小 行星 》 中 对 边 两 两 等 同 的 世界 做 一 个 
类 比 。 从 拓扑 学 上 说 ， 这 个 游戏 中 的 二 维 世 界 可 被 视 为 三 维 空间 中 的 
环 面 。 立 方 体 宇宙 在 更 高 维度 中 也 是 环 ， 即 所 谓 “ 超 环 "。 这 个 假说 看 
似 怪 异 ， 却 并 未 被 物理 观测 否定 。 

假设 宇宙 是 一 个 三 维 的 环 。 我 在 地 球 上 拿 望 远 镜 看 向 某 个 方向 ， 
一 颗 星 似乎 特别 遥远 ， 但 它 可 能 就 是 太阳 ! 太阳 朝 各 向 发 光 ， 可 以 经 
过 不 同 路 径 到 达 望 远 镜 ， 有 些 光 线 甚 至 绕 宇宙 一 轿 。 换 句 话 说， 在 环 
形 宇 宙 中 ， 一 个 光源 能 够 成 好 几 个 不 同 的 像 。 物 理学 家 称 之 为 “拓扑 
幻象 "， 类 似 于 在 挂 满 镜子 的 房间 里 看 到 的 景象 。 迄 今 为 止 ， 人 们 还 未 
观测 到 任何 “拓扑 幻象 " 。 但 几何 幻象 已 被 观测 到 ， 在 宇宙 中 某 些 地 
方 ， 如 在 黑洞 附近 ,“ 距 离 ”被 弯曲 了 : 波长 一 样 的 光 从 A 点 传播 到 B 
点 会 有 好 几 种 不 同 的 路 径 ， 于 是 ， 光 看 似 来 自 不 同 的 光源 。 





图 9.1 起 环 


超 环 是 紧 致 宇宙 的 备 选 模 型 之 一 。 这 是 对 面 等 同 的 立方 体 。 在 这 样 的 宇宙 中 ， 如 果 一 只 
“宇宙 束 ” 穿 过 一 面 ， 它 会 出 现在 相对 面 的 同一 位 置 。 
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问题 在 于 ， 如 果 宇 宙 太 大 ， 就 不 可 能 观测 到 这 种 效应 。 据 估计 ， 
宇宙 的 年 龄 已 有 140 亿 岁 左右 。 光 速 有 限 ， 我 们 只 能 观察 到 140 亿 光 
年 以 内 的 宇 害 。 实 际 上 ， 因 为 宇宙 在 膨胀 ， 光 在 140 亿 年 中 走 过 的 距 
离 要 大 于 140 亿 光 年 。 宇 宙 地 平 线 ， 即 我 们 能 观察 到 的 宇宙 最 远 处 ， 
大 概 距 我 们 465 亿 光 年 。 所 以 ， 从 地 球 上 看 ， 可 观测 宇宙 是 以 地 球 为 
球 心 的 球体 ， 其 直径 为 930 亿 光 年 。 假 设 宇宙 是 个 超 环 ， 其 基本 立方 
体 边 长 大 于 930 亿 光 年 ， 那 么 我 们 看 到 的 光线 都 不 可 能 是 环绕 宇宙 而 
来 。 因 此 ， 我 们 也 就 无 法 观测 到 拓扑 幻象 。 














另外 18 个 可 能 的 宇宙 





有 具体 来 说 ， 我 们 对 宇宙 拓扑 到 底 了 解 什 么 呢 ? 可 以 肯定 的 是 ， 至 
少 在 我 们 的 尺度 上 ， 宇 宙 是 一 个 三 维 流 形 。 这 意味 着 ， 在 空间 中 任意 
一 点 周围 1 米 范 围 内 的 所 有 点 形成 了 一 个 三 维 球体 。 

物理 学 家 还 提出 ,宇宙 是 均 质 且 各 癌 同 性 的 ， 也 就 是 说 ， 在 地 球 
上 观测 的 结果 与 数 千 亿 光 年 之 外 的 某 颗 星 上 观测 的 结果 相同 。 所 谓 空 
闻 的 “几何 ”， 指 的 是 在 此 空间 中 度量 距离 的 方法 。 举 例 来 说 ， 一 张 纸 
有 它 的 几何 ， 一 个 球面 也 有 它 的 几何 。 在 一 张 纸 上 ， 两 点 之 间 的 距离 
是 连接 两 点 的 线段 的 长 度 ， 可 以 用 勾 股 定理 计算 。 如 果 距 离 是 通过 这 
种 方法 计算 的 ， 此 类 空间 就 叫 作 欧 几 里 得 空间 。 而 在 球面 上 不 能 用 同 
样 的 方法 计算 距离 ， 因 为 两 点 之 间 没 有 “直线 ”相连 。 球 面 上 两 点 之 
间 的 最 短路 程 是 大 圆 的 一 段 弧 ， 距 离 的 度量 方式 也 因此 不 同一 一 这 就 
是 球面 几何 。 还 有 一 种 基本 的 几何 ， 叫 作 双 曲 几 何 ， 大 概 相当 于 马鞍 
面 的 几何 (图 9.2 )。 

FA e 庞 加 莱 提 出 了 一 个 尤为 重要 的 单 值 化 定理 : 一 个 面 总 可 以 
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适用 这 三 种 几何 中 的 一 种 ”。 特别 是 ， 只 有 与 球面 拓扑 等 价 的 面 , 才能 
适用 球面 几何 。 地 球 表面 适用 球面 几何 ， 于 是 地 表 的 真正 形状 就 可 以 
定论 。 这 个 定理 还 有 一 个 三 维 的 版 本 : 空间 总 适用 8 种 几何 中 的 一 种 或 
几 种 。 但 三 维 版 本 至 今 没 有 被 证 明 。 幸 好 宇宙 是 均 质 且 各 向 同性 的 ， 因 
此 我 们 可 以 把 范围 缩小 到 3 种 : 球面 几何 、 欧 几 里 得 几何 和 双 曲 几何 。 





(a) (b) (c) 





图 9.2 不 同 几 何 的 度量 


一 个 表面 可 以 有 特定 的 几何 ， 几 何 就 是 度量 距离 和 角度 的 方式 。 适 用 的 几何 不 同 ， 三 角 
形 内 角 和 也 不 同 。 在 欧 氏 几何 中 (a)， 三 角形 内 角 和 是 180。; 在 球面 几何 中 (b)， 三 角 
形 内 角 和 大 于 180。 ， 一 个 三 角形 甚至 可 以 有 3 个 直角 ; 而 在 双 曲 几何 , 即 马鞍 面 几何 中 
(c)， 三 角形 内 角 和 小 于 180。 。 





几何 与 空间 的 拓扑 相关 。 如 果 宇 宙 适 用 球面 几何 ， 那 么 宇宙 的 折 
扑 必须 紧 致 ， 也 就 是 说 ， 在 一 个 或 几 个 方向 上 有 限 。 然 而 ， 如 有 果 按 照 
普遍 的 看 法 一 一 宇宙 适用 欧 氏 几何 ， 那 么 宇宙 的 拓扑 只 能 是 19 种 可 能 
的 欧 氏 拓扑 之 一 。 

19 世纪 ， 高 斯 推测 宇宙 可 能 不 适用 欧 氏 几何 。 于 是 ， 他 自己 跑 去 
测量 了 三 座 山 峰 形成 的 三 角形 的 内 角 和 ， 幸 好， 结果 是 180? ,证 明 宇 








中 当然 ， 定 理 的 实际 叙述 要 准确 得 多 :“ 任 何 二 维 黎 曼 流 形 在 双 映 射 下 共 形 于 
常 高 斯 曲率 的 黎 曼 流 形 。” 光 解释 这 些 术 语 就 要 再 写 两 页 纸 ， 我 们 还 是 一 带 
而 过 吧 。 
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宙 确 实 适用 欧 氏 几 何 。 但 是 ， 谁 也 不 能 保证 这 在 更 大 尺度 上 依然 为 真 。 
人 类 太 过 渺小 ， 如 果 宇 宙 的 球面 曲率 很 小 ,那么 宇宙 在 我 们 看 来 就 和 
平面 一 样 。 

总 之 ,我们 和 暂且 假定 宇宙 适用 欧 氏 几何 ， 然 后 来 看 看 有 哪 18 种 可 
能 的 拓扑 。 之 前 已 经 提 到 RT 型 拓扑 (各 向 无 限 ) 和 环形 拓扑 (各 向 有 
限 )， 当 然 还 有 其 他 可 能 。 

比如 ,“ 转 半 圈 ”型 拓扑 ( 图 9.3a )， 其 基本 域 依然 是 一 个 巨大 的 立 
方 体 。 如 果 穿 过 立方 体 的 一 面 ， 会 出 现在 相对 面 。 其 中 一 组 相对 面 ， 比 
如 左 侧面 和 右 侧面 ， 拥 有 特别 的 性 质 : 穿 过 其 中 一 面 ， 会 头 朝 下 ( 即 翻 
转 180° ) 出 现在 相对 面 。 换 句 话说， 如 果 身 处 此 拓扑 空间 ， 你 会 看 见 自 
己 头 朝 下 的 后 背 。 这 种 拓扑 还 有 一 个 变种 一 一 “ 转 四 分 之 一 圈 ” 拓 扑 ， 
基本 道理 一 样 ， 只 不 过 你 出 现在 男 一 面 时 会 翻转 四 分 之 一 圈 ( 图 9.3b )。 


(a) (b) 





图 9.3 “ 转 半 圈 ” 型 拓扑 (a) 和 “ 转 四 分 之 一 圈 ” 型 拓扑 (b) 


两 种 拓扑 的 基本 域 都 是 立方 体 ， 对 面 两 两 等 同 。 在 这 样 的 宇 宕 中 ， 如 果 巨 大 的 宇宙 忠 穿 
过 一 个 面 ， 就 会 出 现在 相对 面 的 同一 位 置 ， 但 穿 过 某 组 相对 面 (橙色 ) wp, Tog ke 
转 1809 或 909 。 
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按照 相同 的 思路 ， 还 可 以 衍生 出 棱柱 拓扑 ， 其 基本 域 不 是 立方 体 ， 
而 是 六 棱柱 (图 9.4)， 由 此 可 引出 不 同 于 立方 体 拓扑 的 其 他 拓扑 。 此 
外 还 有 更 复杂 的 汉 泽 - 温 特 ( Hantzsche-Wendt ) 空间 ， 其 基本 域 不 是 
立方 体 而 是 正 十 二 面体 (图 9.5 )。 





图 9.4 两 种 棱柱 拓扑 


此 时 ， 宇 害虫 穿 过 一 个 四 边 形 面 ,会 从 相对 面 以 同样 形态 出 现 。 六 边 形 面 则 不 同 ， 蓝 色 
宇 害虫 穿 过 六 边 形 面 并 从 对 面 出 现时 ,会 翻转 60°(a) 或 120°(b)。 可 以 证 明 ， 蓝 色 宇宙 
忠 不 发 生 翻 转 的 棱柱 拓扑 等 价 于 超 环 拓扑 。 


最 后 还 有 3 种 拓扑 ， 都 在 某 一 个 或 几 个 方向 上 无 限 : PAP "AMD 
拓扑 ， 在 一 个 方向 上 无 限 ， 在 其 他 方向 上 有 限 ; “平板 ”拓扑 ， 在 两 个 
方向 上 无 限 。 

现在 共有 10 种 符合 欧 氏 几何 的 拓扑 ， 都 可 作为 宇宙 真正 拓扑 的 备 
选 模型 。 另 外 8 种 拓扑 具有 类 似 英 比 乌 斯 环 的 特性 ， 比 如 不 可 定向 的 
AR 如 果 穿 过 一 面 ， 会 
出 现在 相对 面 ， 但 会 经 过 (平面 ) 对 称 变换 。 如 果 我 站 在 这 样 的 空间 
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中 ， 和 环形 拓扑 一 样 ， 会 在 各 个 方向 上 看 见 自己 。 不 同 的 是 ， 我 抬 起 
左手 ， 其 他 的 “我 ”会 抬 起 右手 。 





图 9.5 汉 泽 - 温 特 拓扑 


这 种 拓扑 的 基本 域 是 正 十 二 面体 (12 个 面 都 是 相同 的 鞭 形 )， 各 个 面 两 两 对 称 后 等 同 。 


不 可 定向 字 窗 能 赋予 科幻 小 说 作家 很 棒 的 灵感 。 经 过 几 年 的 环宇 
宙 巡 航 ， 马 克 . 沃 尔 伯 格 饰演 的 太空 宇航 员 终于 回 到 地 球 上 ， 却 发 现 
一 切 都 变 了 : 人 类 的 心脏 长 在 右边 ， 时 钟 反方 向 转动 ,英国 人 靠 右 行 
驶 ,柠檬 变 成 了 橙子 味 ”“…… 一 番 曲 折 之 后 ， 他 终于 明白 ， 因 为 宇宙 的 
拓扑 不 定向 ， 他 进入 了 对 称 的 平行 宇宙 Te 

这 样 的 故事 虽然 有 趣 ， 却 与 物理 经 验 不 符 。 其 实 ， 有 些 粒子 异 于 











(D 柠檬 的 味道 来 自 柠檬 烯 ， 它 有 两 种 异 构 体 D 和 工 ， 其 结构 镜面 对 称 。 其 中 
一 种 自然 存在 于 柠檬 中 ， 而 另 一 种 存在 于 橙子 中 。 

2) 1969 年 罗伯特 ， 帕 里 什 导 演 的 电影 《 登 魔 惊 淹 》( Doppelgánger ) 中 就 有 这 
一 设 定 。 但 在 片 中 ， 出 现 对 称 的 地 球 不 是 因为 宇宙 的 拓扑 不 定向 ， 而 是 以 
太阳 为 对 称 点 还 有 另 一 个 地 球 。 
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自己 的 镜像 ， 比 如 中 微 子 。 但 我 们 的 宇宙 中 只 存在 一 种 形式 的 中 微 子 。 
如 果 宇 宙 不 定向 ， 那 应 该 有 两 种 形式 共存 。 


宇宙 是 高 维 球面 吗 ? 











考虑 适用 欧 氏 几何 的 拓扑 ， 我 们 已 得 出 10 种 可 能 。 如 果 如 爱 因 斯 
坦 所 想 的 那样 ,宇宙 是 三 维 球面 ， 那 义 会 怎样 呢 ?” 我 们 先 来 看 看 这 到 
底 是 什么 样 的 空间 。 

首先 要 区 分 一 下 球面 和 球体 。 球 面 是 中 空 的 几何 体 ， 而 球体 是 实 
心 的 。 三 维 球面 和 三 维 球体 不 是 一 回 事 。 比 如 ， 足 球 不 能 算 球体 ， 因 
为 它 是 中 空 的 ， 应 该 说 它 是 球面 ， 这 个 球面 是 二 维 的 ， 因 为 只 是 表面 。 
而 台球 就 是 真正 的 球体 ， 因 为 是 实心 的 ， 是 货真价实 的 三 维 球 体 。 我 
们 以 后 得 说 “足球 面 ”! 

但 是 ， 这 并 未 说 明 三 维 球面 $ 是 什么 样子 的 。 为 了 理解 这 一 点 ， 
我 们 先 来 看 看 更 低 维 、 更 直观 的 球面 。 二 维 “ 球 面 ”就 是 我 们 常见 的 
中 空 球面 ， 一 维 球面 就 是 一 个 圆 。 相 对 地 ， 二 维 “ 球 体 ”仅仅 是 一 个 
圆 盘 ， 即 实心 圆 。 

这 时 ， 折 扑 学 家 做 了 一 件 令 人 拜 服 的 事情 : 如 果 把 两 个 圆 盘 ( 即 
二 维 球体 ) 沿边 界 相 接 ， 会 得 到 什么 呢 ? 我 们 可 以 把 两 个 橡胶 圆 片 治 
边缘 类 起 来 ， 然 后 往 里 吹 气 ， 就 形成 了 二 维 球面 。 

也 就 是 说 ， 两 个 球体 沿边 界 相连 ， 就 可 以 得 到 球面 ， 而 且 这 种 做 
法 在 所 有 维度 下 都 成 立 。 所 以 ， 三 维 球面 可 由 两 个 三 维 球体 沿边 界 连 
接 而 成 (图 9.6 )。 要 把 两 个 实心 球 沿 表 面 完全 贴 合 在 一 起 ， 在 我 们 的 
三 维 世 界 中 无 法 操作 ， 在 至 少 四 维 空间 中 才能 实现 。 
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图 9.6 两 个 三 维 球体 构成 三 维 球面 
两 个 “球体 ”( 记 为 DN) 沿边 界 相 接 ， 可 得 “球面 ”( 记 为 SN )。 在 一 维 世 界 中 ， 把 两 段 
ID (一 维 “ 球 体 ”) 对 接 成 一 个 圆 S' (一 维 “ 球 面 ” )。 在 二 维 空间 中 ， 把 两 个 圆 盘 DD? 
(二 维 “ 球 体 ”) 沿边 缘 相 接 ， 得 到 球面 S (二 维 “ 球 面 " )。 在 三 维 空间 中 ， 原 理 一 样 ， 
但 很 难 想象 把 两 个 实心 球体 ( D3 ) 沿边 界 对 接 。 


借助 这 种 构造 方法 ， 我 们 可 以 感受 三 维 球面 宇宙 S" 的 拓扑 形状 。 
想象 你 在 一 个 立方 体 中 (也 可 是 球体 ， 两 者 拓扑 等 价 )， 如 果 你 穿 过 某 
一 面 ， 会 出 现在 另 一 立方 体 的 同一 位 置 ; 如 果 你 穿 过 第 二 个 立方 体 的 
某 一 面 ,会 回 到 第 一 个 立方 体 的 相同 位 置 ( 图 9.7 )。 这 就 是 三 维 球面 
空间 ， 它 和 其 他 可 能 的 拓扑 一 样 ， 也 是 宇宙 形状 的 备 选 模型 之 一 。 这 
样 的 宇宙 也 可 提供 基于 拓扑 平行 世界 的 绝 佳 科幻 素材 。 


























86/ 数学 也 荒唐 : 20 个 脑 洞 大 开 的 数学 趣 题 





9.7 S? 球面 的 拓扑 


如 果 宇 宙 忠 穿 过 立方 体 宇宙 的 某 一 “虚拟 面 "， 它 会 出 现在 另 一 个 “双胞胎 ”立方 体 的 
同一 位 置 。 这 是 对 S 最 直观 的 描绘 ， 但 并 不 能 忠实 地 表现 此 宇宙 的 几何 。 


现在 该 轮 到 物理 学 家 登场 了 ， 让 他 们 来 决定 在 这 些 可 能 的 模型 中 ， 
哪 一 个 才 是 宇宙 真正 的 形状 。 

玩笑 归 鞠 笑 ， 罕 宙 的 拓扑 和 几何 问题 在 今天 的 宇宙 学 中 占有 中 心 
地 位 。 对 宇宙 微波 背景 辐射 各 向 异性 的 分 析 越 来 越 精确 ， 研 究 每 天 都 
有 进展 。 对 任何 一 种 几何 猜想 有 利 的 迹象 都 将 是 宇宙 学 长 足 的 进步 。 


“你 去 看 什么 电影 了 ?” 

(HEREA) DA- 沃 尔 伯 格 的 新 作 。 剧 情 没 头 没 尾 
的 ， 就 像 人 《人 和 猿 星 球 》 和 《星际 穿越 》 的 大 杂烩 ， 好 莱 坞 还 是 
不 要 请 数学 家 来 写 剧本 了 ……” 
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“我 爸爸 比 你 爸爸 强 1” 

“我 爸爸 才 是 最 强 的 1” 

“ 才 不 是 ， 我 答 爸 比 你 爸爸 强 一 百 信 !” 
“我 爸爸 比 你 爸爸 强 一 百 万 倍 !” 

“我 爸爸 比 你 爸爸 强 一 千 万 亿 们 1!1” 


x k k 














PU, TNE RAR, AAMA ENR R P 
去 ， 最 后 只 会 说 得 上 和 气 不 接 下 气 ， 再 也 找 不 出 更 大 的 数 ， 邻 居 们 也 可 
以 松口 气 了 ， 不 会 被 无 休止 的 争吵 打扰 。 如 果 数 学 家 也 加 入 讨论 , JE 
就 不 一 样 了 。 他 们 极 富 创意 地 想 出 了 许多 方法 ， 能 表示 的 数 越 来 越 大 ! 
既然 “数学 ”字面 看 来 就 是 数字 的 学 问 ， 那 我 们 就 来 看 看 到 底 能 数 到 
多 大 。 
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康 威 的 巨人 


说 到 表示 大 数 的 方法 ,我 们 第 一 个 想到 的 就 是 科学 计数 法 ， 也 就 
是 用 10 的 乘 方 来 表示 ， 上 文 的 两 小 儿 斗 嘴 用 的 也 是 这 个 方法 : 

10°=100 (F) 

10° 2 1000 (F ) 

10° = 1 000 000 ( 百 万 ) 

10° = 1 000 000 000 (十 亿 ) 

enm 以 此 类 推 。 

再 大 的 数 呢 ? 这 时 就 有 两 种 不 同 的 命名 法 了 ， 而 且 相 去 甚 远 。 

一 种 是 欧陆 命名 法 ， 即 “长 级 差 制 "， 用“- llion” 和 “=- liard” 
两 种 后 级 ， 通 行 于 包括 法 国 在 内 的 欧洲 大 陆 大 部 分 地 区 ， 以 及 墨西哥 
和 南美 的 许多 地 方 。 按 照 这 种 命名 法 ， 十 亿 之 后 应 该 是 bilion 和 
billiard， 即 10° 和 10? ( 10 的 15 次 方 也 就 是 1 后 面 跟 15 个 0 ) ; BERE 
后 是 trillion ( 107). 和 trilliard (107 )， 然 后 是 quadrillion (10%), 
quintillion (10%), sextillion ( 10), septillion ( 10"), octillion 
( 10? ). nonillion ( 10" ) 和 decillion ( 10? ) 45, 

我 们 用 这 种 方法 可 以 一 直 数 到 66 个 9 连 起 来 所 表示 的 数 ， 即 
10"-1 = 1 000 000" -1。 总 结 起 来 就 是 ，V-llion 表示 10”“*， 也 就 是 
100 F (10°) 的 次 方 ; Mi N-lliard Bl 109*" *?, BI 100 77 N IH 
1000 fit. 

男 一 种 是 英美 命名 法 ， 即 “ 短 级 差 制 ”"， 只 用 后 级 “- lion", 3H 
行 于 英语 国家 ， 如 美国 、 英 国 、 加 拿 大 、 澳 大 利 亚 等 ， 但 巴西 和 俄 罗 
斯 也 用 这 种 命名 法 。 按 这 种 方法 ，1 000 000 000 HI 10° 不 叫 作 milliard 
而 叫 作 billion ， 所 以 英国 人 说 的 billion 是 10 亿 ,法 国人 说 的 billion 
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是 万 亿 ， 相 差 整 整 1000 倍 ， 一 定 要 特别 注意 ， 不 要 弄 错 。 此 后 ， 短 级 
差 制 依次 是 trillion (10°), quadrillion (10”)、quintillion ( 10" ), 
sextillion ( 10" ), septillion ( 10^) 等 ， 可 以 一 直 数 到 107, 

那 更 大 的 数 怎么 办 ? 而 且 以 上 两 种 命名 法 的 词根 都 来 自 拉 丁 文 ， 
有 时 会 略 有 出 入 。 比 如 ,法语 里 10°% 可 以 写作 quadrillion 今天 的 字 
典 里 一 般 也 这 么 拼写 ,但 也 可 写作 quatrillon。 并 且 法 国 在 1961 年 5 
H3 日 颁布 的 第 61-501 号 度量 衡 法 令 也 提倡 后 一 种 写法 ， 这 条 法 邻 
今天 依然 有 效 。 
真得 要 超级 英雄 出 马 才能 彻底 解决 这 混乱 的 局 面 ， 还 好 ， 的 
H RRO KAT. TRE - 韦 克 斯 勒 的 帮助 下 ， 他 发 明了 一 种 大 数 命 
名 法 ， 也 是 现今 通用 的 方法 。 

我 们 先 从 简单 的 入 手 ， 看 看 用 康 威 的 方法 如 何 命名 从 1 到 1 000 0007" 
(10”” )。 我 们 先 将 要 命名 的 数 写成 10”” 的 形式 。 如 果 N 只 有 个 位 ， 
根据 1 至 9 的 拉丁 文 前 级 ( 表 10.1)， 用 “前 级 + llion” 即 可 得 出 
10”” 的 名 称 。 





















































表 10.1 个 位 数 拉丁 前 绥 表 





1 2 3 4 5 6 7 8 9 





mi- bi- tri- quadri- | quinti- | sexti- | septi- octi- noni- 



































X 有 两 位 或 三 位 时 ， 根 据 表 10.2 列 出 的 拉丁 文 词 级 ， 按 “个 位 + 
十 位 + 百 位 + llion” 即 可 得 出 10”” 的 名 称 。 注 意 , 个 位 数 和 十 位 数 
的 位 置 与 我 们 习惯 的 相反 。 如 果 有 一 位 数字 是 0， 则 此 数位 不 用 写 。 








D 数学 领域 内 的 许多 进步 都 要 归功 于 康 威 ， 如 生命 游戏 ， 即 人 工 模拟 “生命 ” 
繁衍 ; 超 现实 数 ， 使 得 1+ Vo 等 形式 有 了 具体 的 意义 ; 对 外 观 数列 1，11， 
21，1211，111221… 的 研究 ， 数 列 中 每 一 项 都 是 把 前 一 项 读 出 来 所 得 。 下 
文 还 会 提 到 他 。 


90/ t 

















S: 20 个 脑 洞 大 姑 


fF 的 数学 趣 题 












































表 10.2 个 、 十 、 百 位 数 拉丁 词缀 表 
个 位 ef B 

1 un- (n)deci- (n)Ggcenti- 

2 duo- (n)viginti- (n)ducenti- 

3 tre(s)- (n)(s)triginta- (n)(s)trecenti— 
4 quattuor- (n)(s)quadraginta- (n)(s)quadringenti- 
5 quinqua- (n)(s)quinquaginta- (n)(s)quingenti- 
6 se(x)(s)- (n)sexaginta- (s)sescenti- 

y septe(m)(n)- (n)septuaginta- (n)septingenti- 
8 octo- (m)6octoginta- (m)69octingenti- 
9 nove(m)(n)- nonaginta- nongenti—- 








(Com 


1 


比如 ， 109*199 = 





10"， 即 可 写 为 octononagintacentillion。 


ER 10.2 中 ， 括 号 里 的 字母 是 为 了 发 音 方便 而 添加 的 。 两 词缀 相 
连 时 ， 如 果 前 后 括号 中 都 包含 相同 的 字母 ， 则 此 字母 要 写 出 来 。 比 如 ， 


10** ^ 不 写作 seoctogintacentillion, ， 而 是 sexoctogintacentillion 。 














另外 ， 没 有 百 位 数 的 时 候 ， 十 位 数 词 缀 最 后 如 果 是 “a” 要 换 成 
CI, F XC 10777 的 例子 )。 
下 面 举例 说 明 : 
e N=4: quadrillion (根据 表 10.1 可 得 ) 
e N-042: duoquadragintillion ( 105*?? ) 
e N-689: novemoctogintasescentillion ( 106*6% ) 
e N-905: quinquanongentillion ( 109*?9» ) 
e N-999: novenonagintanongentillion ( 109*9? ) 
N 大 于 999 时 怎么 办 呢 ? 这 时 就 显 出 康 威 及 韦 克 斯 勒 的 天 才 之 处 
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了 ， 因 为 任意 大 的 数 都 可 以 写 出 来 ! 

N 大 于 999 时 ， 我 们 先 把 YX 每 3 位 分 成 一 组 ， 按 前 述 规则 把 每 组 
写 出 ,组 与 组 之 间 加 上 词 级“11i”"。 如 果 有 一 组 是 000， 则 写成 “ni”。 
比如 : 








e N-186 042, sexoctogintacentilliduoquadragintillion ( 106» 96 o2 = 
10! 116 252 ) 
€ N-807 999, septemoctingentillinovenonagintanongentillion 
( 106» 807 999 = 10* 847 994 ) 


® N-5000050, quintillinilliquinquagintillion ( 10° %*5 000050] 0000300 ) 


有 了 这 种 方法 ， 任 意 大 的 数字 都 可 以 命名 …… 


从 香农 的 庞然大物 到 斯 奎 斯 数 





现在 你 知道 怎么 命名 大 数 了 ， 那 让 我 们 看 看 这 到 底 有 什么 用 。 看 
似 不 可 思议 , 但 有 些 大 数 有 非常 具体 的 意义 1 

物理 中 就 有 很 多 大 数 ， 比 如 阿 伏 加 德 罗 常 数 ， 指 的 是 12 vi 12 
( 碳 元 素 最 丰 同 位 素 ) 所 含 的 原子 个 数 ， 约 为 6.02 x 10”( 长 级 差 制 写 
为 602 trilliard， 短 级 差 制 写 为 602 sextillion )。 在 可 见 的 宇宙 范围 内 ， 
所 有 原子 加 起 来 大 约 是 10” ( 100 tredecillion" ) 个 。 数 学 家 所 钟爱 的 各 
种 游戏 中 也 有 大 数 。3 阶 魔方 有 4.3 x 10" (43 trillion ) 种 组 合 ， 而 根 


























(D 以 下 未 标注 的 ， 均 为 长 级 差 制 ， 读 者 可 参照 维基 百科 的 对 照 表 找到 短 级 差 
制 的 表达 法 。 译 者 注 
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据 克 劳 德 . 香农 ”的 计算 ， 国 际 象棋 约 有 vigintillion (10) 种 理论 上 
可 能 的 棋局 。 但 与 围棋 比 起 来 就 是 小 巫 见 大 巫 了 ， 据 估算 ， 围 棋 可 能 


的 棋局 至 少 有 100“ (10 000 sesexagintacentillisesexagintasescentillises 
exagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintas 


















































escentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasescentilli 
sesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagi 


ntasescentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasescen 
tillion ) 种 。 直 到 今天 ， 没 有 任何 一 种 游戏 能 超越 围棋 的 无 穷 乐趣 ! 

而 理论 数学 中 的 大 数 则 更 胜 一 筹 ， 比 如 斯 奎 斯 数 ， 大 约 是 10”” 。 
这 个 数字 如 果 用 拉丁 字母 写 出 来 ， 恐 怕 这 本 书 都 不 够 。 假 设 可 见 宇宙 
中 的 每 一 个 原子 都 是 一 个 字母 ， 也 不 够 用 来 写 这 个 数 ! 

斯 奎 斯 数 ” 出 自 质 数 研究 。 以 前 ， 人 们 认为 所 有 数 都 有 同一 种 性 
质 ， 而 斯 奎 斯 数 就 是 第 一 个 反例 。 只 是 这 个 数 实在 太 大 了 ， 难 以 想象 。 

除了 上 面 这 些 庞然大物 ， 还 有 些 稍 小 的 数 更 广为人知 ， 比 如 107, 
数学 家 爱德华 卡 斯 纳 将 其 命名 为 “ 古 戈 尔 ”〈googol )。 据 说 他 想 给 
虽 大 却 依 然 有 限 的 数 找 个 例子 ， 让 9 岁 的 小 侄子 给 10 起名， 结果 小 
侄子 说 :“ 古 戈 尔 !” 于 是 10”"， 也 就 是 1 后 面 跟 100 个 0 就 有 了 这 样 
一 个 名 字 。 搜 索引 擎 “谷歌 ”( Google ) 也 由 此 得 名 ， 表 示 它 能 搜索 到 
海量 网 页 。 

ER To XR. XS. 卡 斯 纳 还 发 明了 “XI E W H” 
(googolplex )， 即 10 的 古 戈 尔 次 方 。 谷 歌 总 部 Googleplex 正 得 名 于 
此 。 如 果 把 这 个 数 用 字母 写 出 来 ， 足 有 738 个 字母 ! 其 他 数学 家 又 发 



























































(D AFR 香农 是 信息 论 之 父 。 信 息 论 是 量化 信息 的 理论 。 比 如 ， 量 化 一 条 
留言 或 者 一 个 文件 中 的 信息 。 

D 如 果 N(x) 表示 小 于 x 的 质数 的 个 数 ，li(x) 为 对 数 积分 ， 即 li(x)=| dx/In(x), 
使 得 (x) — li(x) > 0 成 立 的 x 的 最 小 值 的 上 限 即 斯 奎 斯 数 。 
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展 了 这 一 概念 ， 规 定 N- 普 勒 克 斯 ( N-plex) 即 表示 为 19， 所 以 “ 古 
戈 尔 普 勒 克 斯 普 勒 克 斯 ”( googolplexplex ) 也 就 是 10 Bg Xo ZR $6 89] vg. 
斯 次 方 。 


















































如 果 你 以 为 阿 伏 伽 德 罗 常数 、 香 农 数 、 斯 奎 斯 数 和 古 戈 尔 普 勒 克 
断 善 勒 克 斯 已 经 够 大 了 ， 数 学 家 该 满意 了 ， 那 你 就 错 了 。 与 葛 立 恒 数 
一 比 ， 它 们 都 小 得 可 怜 。 

万 立 恒 数 虽 大 ， 却 有 非常 具体 的 数学 意义 ， 因 为 它 是 一 个 数学 问 
题 的 解 一 一 这 个 问题 比较 星 涩 难 懂 ， 是 给 超 立 方 体 上 色 的 问题 ， 其 目 
的 是 要 找到 从 多 少 维 开始 ， 某 种 性 质 一 直 为 真 。 葛 立 恒 数 也 是 有 史 以 
来 在 数学 证 明 中 出 现 过 的 最 大 的 数 。 

描述 葛 立 恒 数 时 要 用 到 高 德 纳 ” 箭 号 表示 法 , 这 是 一 种 表示 巨型 数 
字 的 有 效 方法 。 

高 德 纳 箭 号 表示 法 以 a” 为 基础 ， 我 们 知道 其 定义 为 : 

a"—-axaxax1 xa 

而 在 高 德 纳 箭 号 表示 法 中 ， 不 写成 a ， 而 写成 afV。 单 箭头 表示 
乘 方 ， 双 箭头 可 视 为 单 箭头 的 重复 ， 即 乘 方 的 乘 方 ， 所 以 : 

a11N 2 at(a1(12) = a*" 

Hn, 2114 Hl; 2114 2 27 - 2? - 2^ = 65 536 

这 个 数字 还 很 容易 理解 ， 但 是 21+16 W E XR B sc EDS 
Z, Zik 10”” ( 100 000 trilliseptemoctogintaducentillion ) 位 数 ! 

但 高 德 纳 没 有 就 此 打住 ， 他 还 定义 了 三 箭头 、 四 箭头 和 更 多 的 箭 









































© 高 德 纳 因 发 明了 TeX 排版 系统 而 驰名 科学 界 。 
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头 。 于 是 ， 三 箭头 表示 双 箭 头 的 重复 ， 即 : 


a111 N 2 atf (aff (atto 1120) 

而 四 箭头 表示 三 箭头 的 重复 ， 依 此 类 推 。 
举例 来 说 , 311113 该 如 何 计算 ? 我 们 已 经 知道 311113 = 
3111(31113)， 那 么 我 们 先 来 计算 31113: 
31113 2311 (3113) = 311 3” = 3117 625 597 484 987 = 377 





也 就 是 说 ，31113 形成 了 3 的 指数 塔 ， 


这 座 塔 有 好 几 万 亿 层 。 于 


Æ, 3111 3 ET 3118118113) …7)， 其 中 出 现 311TT 3 个 3。 这 个 数 
字 算 是 硕大 无 朋 了 吧 ? 但 在 葛 立 恒 数 面 前 ， 依 然 小 得 不 值 一 提 。 

为 了 得 到 葛 立 恒 数 ， 我 们 要 进行 64 步 运算 ， 第 一 步 从 数字 ADT 
始 ， 之 后 每 一 步 都 是 31…13 的 形式 ， 而 其 中 箭头 的 个 数 取 决 于 上 一 步 





得 到 的 数 。 即 以 下 结果 。 


e 第 一 步 : 4。 


e 第 二 步 : 311113， 四 箭头 ， 我 们 在 前 面 已 经 算 过 ， 这 是 个 多 么 


大 的 数 。 


e 第 三 部 : 311…113， 共 有 31113 个 第 头 ， 不 用 绞 尽 脑汁 去 想象 
这 个 数 ， 因 为 人 脑 根 本 做 不 到 ! 
e 第 四 步 : 311…113， 其 中 箭头 的 个 数 为 第 三 步 得 到 的 数 。 





将 此 运算 进行 64 步 ， 我 们 就 得 到 了 车 名 的 葛 立 恒 数 。 这 个 数 太 大 


了 ， 天 文 数 字 、 人 恒 河 沙 数 、 超 乎 想象 


EW 


巨大 已 经 无 词 可 表 。 理 





解 这 个 大 而 有 限 的 数 ， 甚 至 比 理解 无 限 还 要 困难 。 

实际 上 ， 数 学 家 并 未 止步 于 此 ， 他 们 用 其 他 方法 制造 出 了 更 大 的 
数 ， 让 葛 立 恒 数 也 渺 若 微 企 。 但 这 一 草 就 到 此 为 止 吧 ， 以 后 再 和 人 斗 
嘴 比 谁 的 爸爸 更 强大 ， 你 也 有 足够 的 词汇 能 把 对 手 彻 底 比 下 去 了 ! 




















10 教 你 数 数 /95 


“我 爸爸 比 你 爸爸 强 !7” 

“ 才 不 是 ， 我 爸爸 才 是 最 强 的 !” 

“kE, REELED TI TAA!” 

错 ， 我 爸爸 比 你 爸爸 强 10 的 99 X Zr 4-35 E dX 
普 惑 克 斯 …… 普 勒 克 斯 进行 葛 立 恒 数 个 高 德 纳 箭 号 运算 再 加 斯 
奎 斯 数 那么 多 倍 !1” 

"frm, ARGX E45 O4 4583 10 的 99 次 方 个 普 勒 克 斯 的 古 
区 尔 普 勒 克 斯 …… 普 勒 克 斯 进行 葛 立 恒 数 个 高 德 纳 箭 号 运算 加 
斯 奎 斯 数 再 加 一 倍 !1” 

“ 行 ， 就 算 我 们 打 个 平手 吧 ……: 
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“我 就 不 明白 了 ， 每 次 我 和 费德勒 打球 ， 总 是 一 败 涂 地 。 
“看 看 你 的 跪 动 和 正 手 拍 ， 你 照 这 样 和 费德勒 打 ， 那 只 能 是 
输 PIE " 


“不 ， 一 定 有 更 科学 的 解释 1” 











按照 国际 职业 网 球 联合 会 的 排名 ， 德 约 科 维 奇 、 穆 雷 和 费德勒 是 
现在 世界 上 网 球 打 得 最 好 的 人 。 这 个 排名 里 没有 我 ， 因 为 避 人 网 球技 
术 一 般 ， 甚 至 说 根本 不 会 打 。 但 我 为 什么 不 能 得 世界 第 一 呢 ? 如 果 好 
好 训练 ， 有 没有 一 点 小 小 的 可 能 ， 打 败 “ 小 德 ” “僵尸 ” 或 “奶牛 ” ? 
这 会 不 会 就 是 个 概率 问题 ? 

我 们 先 大 体 看 一 下 网 球 是 怎么 玩 的 。 双 方 各 占 一 侧 场 地 ， 用 球拍 
击 球 ， 让 对 手 接 不 住 。 如 果 对 手 没 打 到 球 ， 或 者 把 球 打出 界 ， 那 你 就 
得 分 ,得 到 足够 多 的 分 就 说 得 一 局 ， 廊 下 足够 多 的 局 就 拿 下 一 盘 ， 启 














中 ”分别 是 德 约 科 维 奇 、 称 雷 和 费德勒 的 绰号 。 译 者 注 
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下 足够 多 的 盘 就 赢得 整 场 比赛 的 胜利 。 

说 得 再 详细 点 ， 要 赢得 一 局 ， 需 要 得 4 分 ， 且 净 胜 2 分 。 网 球 比 
赛 计 分 不 是 0、1、2、3、4 的 形式 ,而 是 0、15、30、40、 占 先 
(AD )。 这 种 计 分 方式 从 老式 网 球 继承 而 来 ， 这 里 就 不 细 说 了 。 一 盘 的 
胜 负 有 两 种 规则 : 一 种 是 “长 盘 制 ”， 即 至 少 顾 得 6 局 ， 且 净 胜 2 局 ; 
pfe GHAR, AE GEE” (tie break )， 基 本 规则 一 样 ， 只 不 
过 打 成 6 比 6 平时 ， 双 方 通过 决胜 局 定 胜 负 ， 先 得 7 分 且 净 胜 2 分 即 
获胜 。 比 赛 可 以 三 盘 两 胜 或 五 盘 三 胜 ， 在 前 两 盘 或 四 盘 可 以 按 “ 短 盘 
制 ” 进 行 ， 最 后 一 盘 按 “长 盘 制 ”进行 。 

这 些 规则 让 人 眼花 综 乱 ， 如 险 云 里 雾 里 。 但 正 因为 这 些 规则 ， 就 
算 “ 新 手 手 气 壮 ”也 没 用 。 打 网 球 ， 能 者 胜 。 

假设 经 过 一 段 时 间 的 魔鬼 训练 ， 我 的 球技 达到 个 人 茵 峰 。 我 向 德 
约 科 维 奇 发 起 挑战 ， 而 他 居然 接受 了 ， 要 和 我 对 战 一 场 五 盘 三 胜 。 他 
有 伤 在 身 ， 所 以 状态 并 不 是 最 佳 。 有 鉴于 此 ， 我 得 分 的 概率 有 1/3。 那 
么 ， 我 能 不 能 靠 运气 赢得 比赛 7” 能 不 能 做 到 平均 三 场 一 胜 ” 下 面 我 们 
就 用 伊 恩 . 斯 图 尔 特 在 1988 年 提出 的 方法 计算 一 下 。 






















































































赢 一 局 : 可 以 完成 的 任务 





想 要 说 德 约 科 维 奇 一 局 ， 最 直接 的 方法 就 是 连 得 4 分 。 得 1 分 的 
概率 记 为 p( 此 例 中 p = 1/3 )， 得 4 分 的 概率 即 为 六 。 其 实 ，4 个 独立 
事件 连续 发 生 的 概率 由 每 一 事件 各 自 的 概率 相 乘 得 出 。“ 以 4 比 0 赢得 
一 局 ” ， 就 是 “得 1 分 ”重复 4 次 ， 如 果 每 得 1 分 与 前 1441825, 其 
概率 是 pxpxpxp, 即 p"。 用 1/3 代入 可 得 ,我 以 4 比 0 赢 一 局 的 概 
率 是 1/81 (1/3 x 1/3 x 1/2 x 1/3 )。 走 运 的 话 ， 我 还 是 可 以 做 到 的 。 

但 获胜 的 比分 不 止 这 一 种 。 我 为 人 这 么 大 度 ， 可 以 让 给 德 约 科 维 
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奇 一 分 嘛 。 这 时 有 4 种 可 能 : fü lr. RA 42r. SUA MS 
2 分 ， 我 赢 其 他 分 ， 以 此 类 推 。 

德 约 科 维 奇 得 分 的 概率 记 为 4 (于 是 q 22/3, 因为 g=1-p)。 ft 
赢 第 1 分 ， 我 赢 其 他 分 的 概率 为 49xP xzPxPpxp， 即 gp 。 实 际 上 ， 德 
约 科 维 奇 得 1 分 、 我 得 4 分 的 其 他 4 种 情况 ， 其 概率 都 是 go ， 所 以 ， 
我 以 4 比 1 启 得 一 局 的 概率 是 4gp 。 

同 理 可 得 ,我 以 4 比 2 说 得 一 局 共有 10 种 可 能 ， 以 5 比 3 获胜 有 
20 种 可 能 ，6 比 4 获 胜 有 40 种 可 能 (图 11.1)。 所 以 , 我 万 得 一 局 的 
AERE p' - Aqp' - 10q'p* - 20q^ p? - A0q" p^ - BO0q?p' +- 

要 求 净 胜 2 分 很 麻烦 。 理 论 上 说 ， 一 局 可 以 无 限 持续 一 一 不 管 天 
黑 、 下 雨 ， 由 此 会 导致 无 穷 数 列 的 出 现 。 

还 好 可 以 简化 "“， 我 赢得 一 局 的 概率 己 为 : 

qp 
1—2qp 

将 p = 1/3 和 9 = 2/3 代入 ， 可 得 : 我 赢 德 约 科 维 奇 一 局 的 概率 为 
35/243, AKF 1/7。 我 不 敢 说 一 定 赢 ， 但 还 是 可 以 赌 一 财 嘛 。 
































pp +4qp* +10 




































































D 提取 公 因 子 后 可 得 : 10g p* - 204^ p? - 409^ p* +- 210g? p*(1- (24p) * 2qpy 
+…) ， 括 号 中 是 2gp 乘 方 的 无 穷 数列 ， 等 于 1/(1 - 2gp)， 由 此 可 得 文中 公式 。 
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图 11.1 输赢 组 合 表 


(a) 一 局 ，(b) 决胜 局 ( 即 “ 抢 七 ")，(c) 短 盘 制 一 盘 ，(d) 长 盘 制 一 盘 ，(e) 三 盘 两 胜 制 比 
JR, (f) 五 盘 三 胜 制 比 赛 。 


要 算得 赢得 一 局 、 一 盘 、 一 场 比赛 的 概率 ， 先 要 确定 所 有 可 能 的 
比分 。 表 格 中 格子 里 的 数 表 示 相 应 比分 有 多 少 种 可 能 ， 绿 色 表 示 获 胜 ， 
红色 表示 失败 。 比 如 ， 根 据 表 (a) 可 知 ，40 比 15 有 4 种 可 能 ,在 4 个 
回合 中 ， 对 方 可 启 得 第 1 分 、 第 2 分 、 第 3 分 和 第 4 分 中 的 任意 一 分 。 
男 外 ， 每 个 白 格 子 中 的 数 等 于 该 格子 左边 和 上 边 紧 挨 着 的 白 格 ( 如果 
有 日 色 格 子 ) 中 的 数 相 加 的 和 。 
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图 11.2 得 一 分 与 赢 一 局 的 概率 关系 


赢 一 盘 : 可 能 完成 的 任务 ， 但 希望 渺茫 


赢 一 局 是 很 好 ， 但 还 要 能 赢 一 盘 。 短 盘 制 每 盘 的 获胜 比分 只 
6 比 0、6 比 1、6 比 2、6 比 3、6 比 4、7 比 5 或 7 比 6。 ee 比 
6 平 ， 还 需 决 胜局 “ 抢 七 ” 定 胜 负 。 

我 们 依然 要 分 类 讨论 。 如 果 赢 一 局 的 概率 记 为 P， 输 一 局 的 概率 记 
为 0， 在 上 文 我 对 阵 德 约 科 维 奇 的 情况 中 , P = 35/243, Q = 208/243。 
以 6 比 0 赢 一 盘 ， 即 连 赢 6 局 ， 其 概率 为 已; 以 6 比 1 启 一 盘 ， 即 对 
手 赢 一 局 ， 有 6 种 可 能 ， 其 概率 为 60P"。 计 算 赢 一 局 的 概率 与 此 类 
似 ， 用 同样 的 组 合 分 析 法 〈 图 11.1(c) ) 可 得 其 他 比分 和 进入 决胜 局 的 
概率 ， 于 是 说 一 盘 的 概率 I 为 : 








II 2 P5 6QP5 - 219? P5 4 56Q? P* 1260" P5 +252O5P’ + 5040°P°T 
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现在 只 要 确定 最 得 决胜 局 的 概率 了 就 可 以 了 ， 计 算 方 法 与 局 一 局 
类 似 ， 只 是 要 说 7 分 而 不 是 4 分 ,于 是 有 : 





T- p t 7qp' 4 28q'p! 十 840 p! « 210g^ p! +462 





qp» 
1-2qp 
代入 数值 计算 可 得 ， 我 赢得 短 盘 制 一 盘 的 概率 是 0.144%， 约 为 
1/700。 我 不 能 保证 一 定 赌 赢 ， 但 希望 还 是 有 的 。 
长 盘 制 赢得 一 盘 的 概率 TT 为 : 
6 6 2 p6 3 p6 P 
II- P* + 60P5 + 210?P +560 P1267 
所 以 ,不管 长 盘 制 还 是 短 盘 制 ， 我 局 一 盘 的 概率 差别 不 大 ， 两 者 
相差 最 多 0.6%。 如 果 我 赢 一 分 的 概率 是 113， 那 么 顾 得 长 盘 制 一 盘 的 
概率 为 0.134% ， 也 就 是 说 ， 胜 利 的 机 会 为 11750。 























赢 一 场 比赛 : 不 可 能 完成 的 任务 


我 赢 德 约 科 维 奇 一 盘 都 希望 浊 茫 ， 那 么 赢 一 场 三 盘 两 胜 的 比赛 呢 ? 
还 是 要 分 情况 讨论 : 赢 的 比分 可 以 是 3 比 0 (1 种 可 能 )、3 比 1(3 种 
可 能 ) 或 3 比 2 (6 种 可 能 ， 最 后 一 盘 按 长 盘 制 进行 ， 无 决胜 局 )。II 和 
"AR 














=l 


是 长 盘 制 和 短 盘 制 获胜 的 概率 ， 于 是 赢得 一 场 比赛 的 概率 是 : 
IT 43(1- IDIP 4 6(1 — IT? TIPIT 

YE FMZ, ZRIRSCYdER ACE. WRI 1 分 的 概率 是 
1/3， 那 赢得 整 场 比赛 的 概率 是 1/37 000 000 ! 机 会 不 是 没有 ， 但 如 果 
想 靠 赌球 挣 点 钱 养家 糊口 ， 那 还 是 不 要 想 了 。 

所 以 ， 网 球 规则 的 特别 之 处 在 于 ， 它 能 保证 最 强 的 选手 胜出 ， 哪 
怕 只 有 微弱 的 优势 。 比 如 ， 某 选手 的 得 分 概率 为 43%， 那 他 赢得 整 场 
比赛 的 概率 只 有 不 到 1%。 如 果 比 较 一 下 网 球 和 足球 的 规则 ， 就 会 发 现 



































102 /数学 也 荒唐 : 20 个 脑 洞 大 开 的 数学 趣 题 








足球 比赛 的 结果 不 确定 得 多 。 

当然 ， 这 些 计算 方法 只 考虑 了 得 分 的 方式 ， 没 有 考虑 影响 输赢 概 
率 的 其 他 规则 ， 比 如 谁 先 发 球 。 如 果 区 别 发 球 和 接 球 得 分 的 概率 ， 重 
新 计算 一 遍 ， 结 果 还 是 一 样 一 一 强 者 胜 。 








TEE 赢 一 场 的 概率 
赢 一 盘 的 概率 


得 一 分 的 概率 











11.3 得 1 分 与 赢得 短 盘 制 一 盘 ( 绿色 ) 及 赢得 三 盘 两 胜 制 比赛 ( 红色 ) 的 概率 关系 


“我 又 6 比 0、6 比 0、6 比 0 输 给 “奶牛 ”了 ! 这 也 是 情 有 
可 原 吧 。 他 不 就 比 我 好 那么 一 丁点 么 ? 我 就 是 不 走运 而 已 。” 





BE 





“ 哟 ， 糖 纸 上 有 个 笑话 ! 为 什么 橙子 遇见 香菇 就 死 了 ??” 


“AARRE, RERE, B” 
“我 也 剥 一 张 试 试 ! 为 什么 橙子 遇见 …'… 怎 么 又 是 这 个 笑话 7” 
“这 重复 的 概率 有 多 大 啊 ?” 


xX k 米 


1969 年 ,法国 食品 总 公司 生产 的 咖 兰 巴 〈Carambar ) PERA Ma 
ee 都 是 因为 糖 纸 上 的 冷笑 话 。 
剥 开 糖 纸 ， 吃 一 块 8 厘米 长 的 糖 ， 不 仅 会 粘 掉 牙 ， 更 可 能 笑 掉 牙 ， 比 
Ks "ACH SRA 变 成 什么 ? 一 一 等 离子 。 

有 时 候 ， 糖 红 可 能 没 切 好 ,“ 故 青蛙 会 说 什么 ”“ 没 有 腿 的 羊 叫 什 
么 ” ， 都 没有 下 文 。 想 看 个 冷笑 话 都 看 不 成 。 但 最 让 人 无 奈 的 还 是 剥 完 
3 颗 糖 ， 发 现 糖 纸 上 都 印 着 同一 个 冷笑 话 。 为 什么 总 读 到 同一 个 笑话 
呢 ?” 从 成 本 考虑 ， 冷 笑话 显然 不 能 无 穷 多 , 但 到 底 有 多 少 个 呢 ? 这 是 
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个 好 问题 。 一 定 要 有 好 方法 ， 才 不 至 于 吃 糖 吃 到 肝 疼 ， 还 数 不 清 楚 。 
一 点 小 数学 ， 问 题 迎刃而解 。 

我 穿 上 侦探 装 ， 带 上 计算 需 ， 到 超市 灭 了 两 盒 咖 兰 巴 牛 轧 软 糖 作 
为 样本 。 为 了 科学 ， 有 时 必须 得 牺牲 一 下 。 

当然 ， 我 不 可 能 一 下 子 就 把 所 有 冷笑 话 都 找 出 来 。 有 时 糖 纸 粘 得 
太 紧 ， 一 不 小 心 就 斯 坏 了 。 更 重要 的 是 ， 不 可 能 靠 两 盒 糖 就 找 出 所 有 
冷笑 话 ， 况 且 这 里 面 还 有 重复 。 所 以 ， 要 用 高 级 统计 方法 来 估计 其 数 
量 。 而 能 帮 到 我 们 的 ， 正 是 那些 重复 出 现 的 笑话 。 

实验 开始 了 。 第 一 步 是 把 两 盒 糖 剥 开 ， 不 能 浪费 ,要 都 吃 完 “。 最 
后 得 到 85 张 糖 纸 。 

现在 整理 一 下 ， 数 数 共 有 多 少 个 冷笑 话 。 问 题 是 ， 一 张 糖 纸 上 可 
能 有 1 至 3 个 冷笑 话 ， 有 的 完整 ， 有 的 不 完整 一 一 问题 就 复杂 了 。 简 
单 起 见 ， 假 设 每 张 糖 纸 上 只 有 1 个 冷笑 话 。 如 有 果 印 着 好 几 个 笑话 ， 只 
算 第 一 个 完整 的 ， 避 免 重复 计算 。 结 果 是 ，85 个 冷笑 话 中 只 有 59 个 
不 同 。 

如 何 由 此 得 出 冷笑 话 的 总 数 呢 ?法 国 马 恩 - 拉 瓦 莱 大 学 的 非 利 
普 : 甘 贝 特 的 研究 给 了 我 们 方法 一 一 让 数据 说 话 。2009 年 ， 他 研究 了 
一 种 巧克力 包装 纸 里 名 人 和 名言 的 数量 。 年 末节 庆 时 ， 里 昂 人 常 吃 这 种 
73357] o 

BERERE RET RN 个 不 同 冷笑 话 中 随机 选 出 的 ， 每 个 冷 
笑话 被 选中 的 概率 相同 。 当 然 ， 这 一 假设 有 个 环 疯 : 冷笑 话 长 短 不 同 ， 
短 笑 话 更 容易 完整 呈现 。 

我 们 要 计算 的 就 是 YX 值 。 已 知 85 个 冷笑 话 中 ， 只 有 59 个 不 同 ， 
也 就 是 说 有 26 个 重复 。 我 们 要 找 出 一 个 YX 值 ， 证 此 种 情况 的 概率 最 


































































































中 ”专业 操作 ， 吃 糖 人 士 辟 经 过 多 年 特殊 训练 ， 大 众 请 勿 模仿 。 
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Ko WN = 1000， 即 有 1000 个 不 同 的 冷笑 话 ， 则 不 太 可 能 有 26 个 
EH. WRN = 60， 重 复 的 情况 应 该 更 多 。 可 能 性 随和 值 变 化 ， 计 算 
出 可 能 性 就 能 找到 最 佳 Y 值 。 

假设 共 及 个 冷笑 话 时 ， 在 天 张 糖 纸 中 找到 DD 个 不 同 冷 笑话 的 概 
率 记 为 Px p(N)， 找 出 一 个 N 值 ， 让 此 概率 最 大 即 可 ， 此 NN 值 称 为 最 
佳 值 。 在 上 面 的 例子 中 , K = 85，D = 59， 现 在 要 取 足 够 多 N 值 ， 计 
算出 概率 Pas so(N)。 

我 们 可 以 把 问题 简化 ， 用 单词 和 字母 来 考虑 。 这 里 所 谓 “ 单 词 ” 
就 是 一 串 没有 含义 的 字符 ， 而 “字母 ”就 是 单纯 的 符号 。 把 糖 纸 上 印 
的 所 有 冷笑 话 看 成 字母 表 ， 共 有 NN 个 不 同 的 字母 (或 符号 )。 于 是 ， 
每 个 冷笑 话 就 成 了 字母 表 中 的 一 个 字母 。 剥 开张 糖 纸 ， 即 得 到 个 
字母 ， 无 论 字 母 有 无 重复 ， 组 成 一 串 就 得 到 一 个 单词 。 单 词 中 每 个 字 
母 都 从 这 N 个 字母 中 随机 选 出 ， 所 以 共有 N^ 种 组 合 ， 即 N* 个 单词 。 

在 这 些 单词 中 ， 我 们 要 注意 的 是 由 了 个 不 同 字母 组 成 的 单词 。 这 
类 单词 共有 多 少 个 呢 ? 一 时 很 难说 清 。 假 设 从 YX 个 字母 中 选 出 万 个 不 
同 字 母 ， 组 成 长 度 为 K 的 单词 ， 其 方法 总 数 记 为 4x.p(N)， 则 我 们 要 计 
算 的 概率 为 : 


Pp(N) = 








长 度 为 K 的 单词 其 中 有 D 个 字母 不 同 4 (N) 
长 度 为 K 的 单词 N* 

我 们 需要 找 出 一 种 方法 ， 为 尽 可 能 多 的 V 值 计 算出 Ags SON), 也 
就 能 知道 P,; ;oC(N)。 看 似 不 易 ， 但 可 以 采用 迁 回 的 办 法 : 我 们 无 须知 道 
准确 的 概率 值 ， 只 要 找 出 最 大 值 即 可 。 

在 计算 Aa ;oN) 之 前 ， 先 看 个 简单 的 例子 : 4;s(4),， 即 N= 4、K=3、 
D = 2。 也 就 是 说 ,在 |a, b, c, d] 4 个 字母 组 成 的 字母 表 中 , 选 2 个 
不 同 的 字母 ， 组 成 3 个 字母 的 单词 ， 共 有 多 少 种 可 能 ? 

在 4 个 字母 中 选 2 个 ， 比 如 a 和 b (4 选 2 有 6 种 可 能 )， 组 成 3 
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个 字母 的 单词 ， 至 少 1 个 a 和 1 个 bp， 所 有 组 合 如 下 : 
aab, aba, abb, baa, bab, bba. 
组 合 数量 也 等 于 4ss(2)， 因 为 这 相当 于 2 选 2， 组 成 3 个 字母 的 单 
i]. ff a 和 b 分 别 蔡 换 成 其 他 字母 ， 可 得 所 有 其 他 组 合 : 
aac, aca, acc, caa, cac, cca, 
aad, ada, add, daa, dad, dda, 
bbc, bcb, bcc, cbb, cbc, ccb, 
bbd, bdb, bdd, dbb, dbc, ddb, 
ccd, cdc, cdd, dcc, dcd, ddc. 
对 任意 2 个 字母 ， 共有 6 种 组 合 。 而 4 选 2 有 6 种 方式 ， 可 得 
A, X4) 2 6x62 36, 
现在 我 们 用 同样 的 方式 计算 4ss so(N)。 在 入 个 字母 中 选 59 个 出 
来 ， 组 成 长 度 为 85 个 字母 的 单词 ， 有 多 少 种 方法 ?首先 , N 选 59 的 
组 合 有 公式 可 计算 : 


E m! 


Ca = 一 =C (H m AFN, n=59), 


nY(m — n)! 
涉及 的 阶乘 N， 即 1x2x3x…xN， 从 1 到 WV 的 所 有 整数 的 积 。 
选 出 59 个 字母 之 后 ， 还 要 组 成 由 这 59 个 不 同 字母 组 成 的 长 度 为 
85 个 字母 的 单词 。 你 可 以 钢 而 不 舍 地 枚 举 总 共 Aas so(59) 个 单词 。 这 数 
量 到 底 有 多 大 ? 其 实 根本 不 用 管 “, 我 们 只 要 知道 它 与 N 无关。 由 此 可 
AI, Aas so(N) =( 系数 ) x Aas so(59)， 或 者 更 简单 地 说 ， 两 者 成 正比 。 
回 到 最 初 的 问题 ， 我 们 要 计算 的 是 : 








”但 我 就 是 要 管 一 管 。 这 个 数字 大 约 是 5.80x101%。 用 妃 个 不 同 字母 组 成 长 
度 为 尺 个 字母 的 单词 ， 其 数量 记 为 NK, D), Wb KK, D)= D(T(K-1,D-1)+ 
T(K-1,D), EF T(1,)) 21, LK <D}, T(K, D)-0, 
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59 
长 度 为 85 的 单词 中 有 59 个 字母 不 同 As(N) so e O9) 
长 度 为 85 的 单词 N” N” 
终于 ， 我 们 可 以 看 出 ， 如 果 共 有 N 个 冷笑 话 ，85 个 字母 中 有 59 





Fi QN) 至 


个 不 同 的 概率 与 D 成 正比 ， 以 此 计算 即 可 (图 12.1). 

可 以 得 出 ， 最 有 可 能 共有 大 约 107 个 冷笑 话 。 或 者 说 ， 以 不 到 
1/20 的 错误 概率 来 算 ， 冷 笑话 的 总 数 应 当 在 在 84 到 154 之 间 一 一 反正 
这 是 一 个 概率 问题 ， 什 么 都 不 能 确定 。 这 个 区 间 实在 有 点 大 ， 但 我 们 
必须 要 严谨 ， 留 出 容错 空间 。 也 许 我 拿 的 糖 纸 刚好 不 凑巧 呢 ? 

















60 70 so so 100 |o 120 130 140 150 180 
图 12.1 剥 开 85 颗 糖 得 到 59 个 不 同 冷笑 话 的 概率 与 冷笑 话 总 数 的 关系 : 
冷笑 话 总 数 为 107 时 ， 此 概率 最 大 
老实 说 ， 整 理 糖 纸 的 结果 并 不 能 简单 归结 为 “85 个 冷笑 话 里 有 59 
个 不 同 ”"， 因 为 我 们 只 算 了 糖 纸 上 第 一 个 完整 的 冷笑 话 。 假 如 算 上 其 他 
完整 及 不 完整 的 冷笑 话 ， 应 该 是 201 个 冷笑 话 ， 其 中 99 个 不 同 。 
按照 新 数据 ， 同 理 可 得 冷笑 话 的 总 数 应 该 在 124 个 左右 。 只 是 ， 
此 时 不 能 再 假定 冷笑 话 互 相 独 立 ， 所 以 ， 此 结果 的 瑕 辛 更 大 。 最 后 ， 
唯一 能 准确 知晓 冷笑 话 总 数 的 方法 ， 就 是 打 电 话 给 糖果 厂 的 市 场 部 问 
一 问 ， 但 他 们 不 想 理 肯 我 。 
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“ 哟 ， 开 胃 奶 酷 块 ! 包装 纸 上 印 的 冷笑 话 到 底 有 多 少 呢 ?” 
“FFAA, RRT, RLT AMEN ERT. HAEE 
猫 啊 ……. n 
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Ak FAF) — 


“我 们 玩 桌 游 吧 。 不 想 下 棋 ， 你 老 赢 。 也 不 想 玩 哆 宝 ， 我 可 
不 想 再 听 你 说 一 个 小 时 什么 射影 平面 。 我 们 玩 地 产 大 享 吧 ? de 


旧 一 下 。 反 正 都 是 靠 运气 ， 不 可 能 总 是 你 赢 吧 。 


x k k 


你 也 许 还 不 知道 ， 这 就 好 像 打 开 了 潘多拉 魔 盒 .《 地 产 大 享 》 这 个 
游戏 能 把 人 性 的 阴暗 面 都 展现 出 来 : RLR, BAFL, KER 
诈 …… 简 直 天 地 难 容 。 

《地 产 大 享 》 体 现 的 不 仅仅 是 “万 恶 的 资本 主义 ”， 这 个 游戏 既 要 
赁 运气 ， 也 要 靠 策略 。 而 要 采取 更 好 的 策略 ， 就 要 了 解 个 中 玄机 。 灭 
下 所 有 蓝 色 地 产 ， 还 是 靠 着 橙色 格 飞 黄 腾达 ? 只 买 下 自来水 公司 能 让 
AGE E Elem? 买 了 广州 ， 但 怎么 没 人 来 呢 ? 为 什么 一 直 会 经 过 
杭州 呢 ? 
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哪些 格 最 常 经 过 ? 








不 管 你 玩 的 是 中 国 版 、 欧 洲 版 、 皮 卡 丘 版 还 是 AC/DC 摇滚 乐队 
版 ,棋盘 都 差不多 : 40 格 围 成 正方 形 ， 共 8 组 22 处 地 产 、4 个 火车 
站 、2 个 公共 事业 公司 、4 个 机 会 格 、4 个 社会 基金 格 和 其 余 7 个 或 好 
或 坏 的 格子 一 一 起 点 、 交 税 、 坐 牢 等 ( 表 13.1), 与 20 世纪 初 伊 丽 莎 
E: 马 吉 发 明 它 时 相 比 ， 这 款 游戏 已 有 些 不 同 。 那 时 它 不 叫 《 地 产 大 
T), 而 是 叫 《 地 主 游戏 》， 意 在 揭露 地 主 们 如 何 转 积 土地 、 发 家 致富 ， 
而 让 租 客 们 穷困 深 倒 。 原 始 版 本 已 有 8 组 22 处 地 产 ， 但 还 没有 火车 站 
和 社会 基金 格 ， 探 监 格 在 那 时 是 “煤炭 税 ”。 此 后 ， 查 尔 斯 . 达 罗 改进 
了 《地 主 游戏 》 的 棋盘 ， 从 1935 年 流传 至 今 。 帕 克 兄弟 公司 一 开始 有 
所 迟疑 ,但 最 终 还 是 推出 了 达 罗 改进 的 游戏 ， 不 料 一 炮 打 啊 。 

从 20 世纪 30 年 代 至 今 ， 游 戏 规则 没有 什么 改变 ， 依 然 是 靠 着 
多 买 地 ， 让 对 手 破产 。 如 果 能 买 齐 一 种 颜色 的 所 有 地 产 ， 其 回报 比 
分 散 地产 高 得 多 。 但 买 下 所 有 地 产 几 乎 不 可 能 ， 所 以 要 选 高 回报 的 
地 产 。 

我 们 可 以 从 多 种 角度 分 析 游 戏 ， 比 如 每 一 格 的 投资 回报 比 ， 从 而 
确定 哪 一 格 最 值得 购买 。 不 过 ， 就 算 上 海 比 南昌 的 投资 回报 更 高 ， 对 
手 经 过 两 处 地 产 的 概率 也 大 不 相同 。 首 先 ， 我们 要 确定 玩家 走 到 每 一 
格 的 概率 。1994 年 ， 三 位 法 国 数学 家 塞 巴 斯 蒂 安 ' 费 伦 齐 、 雷 米 OE 
丹 和 布 丽 吉 特 : 莫 塞 在 《方圆 》( Quadrature ) 杂志 上 发 表 了 计算 走 到 
每 格 概率 的 方法 。 
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表 13.1 《地 产 大 亭 》 经 典 中 国 版 的 40 个 格子 
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36 广州 站 
广州 
巨额 税 款 









































各 种 棋盘 版 本 和 最 初 授 权 版 的 棋盘 基本 一 致 ， 都 是 22 处 地 产 ， 颜 色相 同 为 一 组 ， 每 组 
两 三 个 。 





游戏 开始 ! 


玩家 将 棋子 (小 车 、 鞋 子 、 小 狗 等 ) 置 于 起 点 ， 然 后 掷 恕 子 。 游 
戏 过 程 中 ， 几 个 玩家 可 以 同 处 一 格 ， 互 不 影响 。 下 面 只 考虑 一 个 玩家 ， 
比如 你 的 对 手 。 

TS— Women. hes gui (uA) HAART, M 
FORIENE R [Bnrm T see. 36 种 点 数组 合 出 现 的 概率 相等 ( 都 为 
1/36 )。 点 数组 合 (1，1 ) 出 现 的 概率 为 /36， 即 走 到 第 1 个 社会 基金 
格 (第 3 格 ) 的 概率 是 1136。 到 第 4 格 南京 要 掷 出 (1,，2 ) 或 (2， 1), 
概率 都 是 1136， 于 是 一 次 就 走 到 并 买 下 这 处 地 产 的 概率 为 36。 同 理 

可 得 ， 点 数 和 为 4、5、6、7、8、9、10、11、12 的 概率 分 别 为 3/36、 
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4/36, 5/36, 6/36, 5/36, 4/36, 3/36, 2/36 和 1/36。 于 是 ， 对 手 在 第 
一 轮 掷 奶子 时 走 到 各 个 格子 的 概率 也 就 确定 了 (图 13.2 )， 其 中 概率 最 
大 的 是 第 8 格 一 一 机 会 格 。 

才 掷 了 一 次 朋 子 ， 游 戏 还 要 继续 。 下 面 计 算 第 二 次 掷 货 子 到 达 第 
7 格 沈阳 的 概率 ， 各 种 情况 都 要 考虑 在 内 。 如 果 对 手 从 第 3 格 社 会 基 
金 格 出 发 ， 需 要 山子 点 数 相 加 为 4 (概率 为 3/36 )。 而 第 一 轮 到 第 3 格 
的 概率 为 136， 两 次 掷 货 子 互 相 独 立 〈 第 一 次 不 影响 第 二 次 )， 所 以 ， 
第 二 次 掷 仍 子 从 第 3 格 到 第 7 格 的 概率 为 136 x 3/36。 对 手 也 可 以 
从 第 4 格 南京 出 发 (之 前 到 第 4 格 概率 为 2/36 )， 般 子 点 数 和 为 3 CHE 
率 为 2/36),。 或 者 ， 对 手 从 第 5 格 所 得 税 出 发 (到 第 5 格 概 率 为 
3/36 )， 骨 子 点 数 和 为 2( 概率 为 /136 )。 总 之 ,第 二 次 找 骨 子 共 有 3 
种 方法 到 第 7 格 ， 总 概率 为 1/36 x 3/36+2/36 x 2/36 3/36 x 1/36, dT 
算 结 果 是 5/648， 约 为 0.77%， 概率 很 低 。 同 理 可 得 ,第 二 轮 到 达 第 6 
格 重庆 站 的 概率 为 1/36x2/36+2/36x1/36， 结 果 是 1/324， 约 为 
0.30%， 概 率 也 不 高 。 以 此 类 推 ， 对 手 在 第 二 轮 到 达 每 一 格 的 概率 都 
可 算出 (图 13.1 )。 
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只 考虑 咒 子 点 数 ， 不 考虑 其 他 规则 。 柱 的 颜色 即 格 的 颜色 ( 见 表 13.1). 


一 般 而 言 ， 若 想 要 确定 掷 过 天 次 蜗 子 后 ， 对 手 到 达 第 N 格 的 概 
率 ， 首 先 要 确定 到 这 一 格 有 多 少 种 方法 。 其 实 ， 方 法 最 多 有 11 种 : 
从 N-2 格 出 发 且 蜗 子 点 数 为 2 ( 概率 为 1/136 )， 从 N-3 FIBI EUR 
子 点 数 为 3 (概率 为 2/36 )， 以 此 类 推 。 于 是 ， 到 第 X 格 的 概率 为 
1/36 x P(V-2)+2/36x P(N - 3) - 3/36 x P(N-4) + +1/36 x P(N- 12)， 
其 中 PQO 25 B SIT X R ( 图 13.2 )。 
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Pi E 
概率 概率 概率 
P(N-5) P(N-4) P(N-3) 





图 13.2 ”用 递归 法 ， 按 照 走 到 前 格 的 概率 可 算出 到 达 某 一 格 的 概率 : 
P(N) = 1/36 x P(N - 2) + 2/36 x P(N - 3) + 3/36 x P(N — 4) +-+-1/36 x P(N — 12) 











手 算是 得 不 出 结果 的 ， 除 非 你 想 拼 死 一 搏 。 所 笠 ， 用 计算 器 计算 
并 不 难 ， 如 果 用 和 矩阵 ， 那 就 更 简单 了 。 

矩阵 即 数字 排列 成 的 阵 。 在 此 例 中 ， 我 们 想 知 道 从 一 格 到 男 一 
格 的 概率 ， 给 出 此 概率 的 矩阵 称 为 MM (图 13.3 )， 这 是 一 个 “转移 

和 抢 阵 的 好 处 在 于 可 以 相 加 、 相 乘 。 如 果 一 个 行 矩 阵 (只 有 一 行 的 
FERE ) 乘 以 一 个 方块 矩阵 〈 行 和 列 一 样 多 的 矩阵 )， 会 得 到 一 个 新 的 行 
矩阵。 具体 方法 不 多 说 ， 线 性 代数 太 神 奇 。 无 论 如 何 ， 用 行 矩 阵 表 示 
到 达 棋 盘 40 格 的 概率 真是 完美 无 缺 。 设 行 矩 阵 UCK) R K 轮 之 后 的 
概率 分 布 ， 此 矩阵 有 40 列 ， 每 列 即 到 达 每 格 的 概率 。 因 此 ，VG) 即 
(0; 0; 1/36; 2/36; 3/36; 4/36; 5/36; 6/36; 5/36; 4/36; 3/36; 2/36; 
1/36; 0; 0; … ;0)， 而 U(2) 为 (0; 0; 0; 0; 0.08%; 0.3096; 0.77%: )。 
所 以 ， 既 然 玩 家 都 从 第 1 格 开始 起 步 ， 那 么 U(0)= (1; 0; 0; 0; 
ise OS 
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据 上 文 ， 按 线性 代数 可 得 : 对 于 所 有 的 K > 0, UK) = U(K- 
D xM。 所 以 UQ) = U(0) x M, U(2) = U(D x M。 用 此 矩阵 方程 就 能 
简洁 地 表示 出 上 文 的 推算 过 程 。 通 过 计算 可 以 毫 无 困难 地 确定 ， 在 掷 
10 次 或 100 次 仍 子 之 后 的 概率 分 布 ( 图 13.4 )。 可 以 看 出 ，U(K) 逐渐 
趋向 等 概率 分 布 ， 即 到 达 每 格 的 概率 都 是 1/40。 





13.8 ”转移 矩阵 M 


第 i 行 第 j 列 的 数 表示 从 第 i 格 到 第 j 格 的 概率 。 
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13.4 $88 10 次 及 100 ZX BF I BEES 4b 


RRETA, KARERE, METRAR, REMENA 





ERRARE T ETAR, RECE, iUa AA T HN 
概率 相同 。 但 是 ， 所 有 买 过 广州 的 人 都 知道 ， 实际 可 不 是 这 文 样 的 。 某 
些 格子 更 容易 走 到 一 一 原因 很 简单 ， 因 为 要 坐牢 ! 





别 落 在 起 点 


实际 上 ,《 地 产 大 享 》 中 有 一 格 不 可 停留 : 走 到 第 31 格 进 监狱 时 ， 
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玩家 即 转 到 第 11 格 。 这 样 一 来 ， 局 面 就 完全 不 一 样 了 ， 一 切 都 要 重新 
计算 ! 其 他 原因 也 会 导致 人 狱 : 连续 掷 出 3 个 对 子 就 要 去 第 11 格 坐牢 
( 掷 出 对 子 的 概率 是 116， 连 掷 3 次 对 子 的 概率 是 1/6", BI 1/216 )。 

重新 计算 也 不 复杂 ， 修 改 转移 矩阵 M BUT 7. 8 10 次 及 100 KR 
子 后 ， 玩 家 到 达 格 子 的 概率 不 等 ， 广 州 那 一 格 概率 最 小 ， 而 坐牢 或 控 
监 那 一 格 最 常 走 到 一 一 这 一 格 相当 于 两 格 ， 所 以 概率 也 是 其 他 格 平均 
值 的 2 倍 ， 落 入 其 中 的 机 会 很 大 。 既 然 玩 家 会 经 常 “ 进 局 子 ”， 那 之 后 
几 格 自然 也 更 容易 走 到 ， 橙 色 地 产 变 成 最 保险 的 。 

实际 上 ， 要 让 模型 完整 ， 还 要 考虑 另外 两 个 细节 。 

首先 ， 要 考虑 出 狱 方式 。 玩 家 可 以 利用 出 狱 卡 ， 也 可 以 掷 货 子 ， 
赁 运气 掷 出 对 子 就 可 以 出 狱 ， 不 用 交 钱 。 结 果 ， 掷 仍 子 点 数 为 8 或 10 
时 比 点 数 为 7 或 9 时 出 狱 的 概率 更 高 ， 于 是 ， 玩 家 走 和 人 牢房 后 面 的 奇 
数 格 的 概率 更 高 。 

第 二 个 不 可 忽视 的 要 点 ， 就 是 机 会 格 和 社会 基金 格 。 走 到 这 些 格 
可 能 赢 钱 或 输 钱 ， 也 会 把 玩家 送 回 起 点 ， 或 者 送 到 别处 ， 甚 至 送 进 高 
省 。 走 到 3 个 机 会 格 之 一 ， 便 要 抽取 16 张 机 会 卡 的 最 上 一 张 ， 玩 家 可 
能 被 转 到 第 1 (起 点 )、12 (青岛 )、16 (上 海 站 )、25 (杭州 )、40 
(上 海 ) 或 11' 格 (坐牢), 或 者 后 退 3 格 。 走 到 社会 基金 格 则 可 能 被 
转 到 第 1 (起 点 )、2 (温州 ) 或 11 格 ( 探 监 ),。 (图 13.5) 























© 只 需 把 第 31 列 转 到 第 11 列 即 可 ， 第 31 列 为 空 。 至 于 三 连 对 ， 因 为 只 有 1/216 
的 概率 ， 所 以 在 215/216 的 情况 中 ， 按 普通 走 法 继续 即 可 (将 矩阵 M RA 
系数 215/216 )， 否 则 玩家 就 得 回 第 11 格 (将 第 11 列 的 每 一 行 加 上 1/216 )。 
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13.5 $5100 次 货 子 后 的 概率 分 布 


考虑 了 坐牢 规则 ( 搓 出 3 连 对 和 落 入 第 31 格 )， 这 里 需要 区 分 “ 探 监 ” 和 “坐牢 ”， 分 
别 记 为 11 和 11'。 


我 们 再 次 修改 转移 矩阵， 彻底 确定 《地 产 大 享 》40 格 的 概率 分 布 
(图 13.6)。 只 考虑 山 子 点 数 得 到 的 等 概率 分 布 完全 不 对 ， 实 际 每 格 概 
率 从 1% 到 4% 不 等 : 机 会 格 概率 最 低 ， 因 为 它 经 常 把 玩家 送 到 很 远 的 
格子 ; 坐牢 格 概率 最 高 ， 游 戏 要 好 玩 ， 难 免 有 人 要 去 牢 里 走 一 遭 。 有 
趣 的 是 ， 到 达 第 25 格 〈 杭 州 ， 红 色 ) 的 概率 仅 次 于 坐牢 ， 因 为 有 一 张 
机 会 卡 将 玩家 转 到 这 一 格 。 其 次 是 第 17 (成 都 ) 19 (扬州 ) 20( 深 
Jp) 三 个 柳 色 格 ， 因 为 概率 最 高 的 坐牢 格 在 前 面 不 远 。 第 16 格 (上海 
站 ) 的 概率 也 很 高 ， 其 他 两 个 红色 地 产 格 的 概率 也 不 低 。 

最 不 值得 投资 的 是 第 38 格 广州 ,虽然 这 一 格 的 租金 特别 高 ， 但 蓝 
色 格 的 概率 较 小 ， 因 此 获 利 没 那么 高 。 

诚然 ,《 地 产 大 享 》 各 个 格子 的 概率 分 布 只 是 说 来 玩 玩 ,但 这 些 甜 
阵 背 后 的 理论 是 信息 科学 对 大 量 数据 进行 算法 人 处理 的 基础 。 最 著名 便 
是 PageRank 算法 ,谷歌 用 它 按 访问 量 高 效 分 类 网 页 。 
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考虑 所 有 规则 ， 如 出 狱 、 机 会 卡 、 社 会 基金 卡 、3 连 对 和 第 31 格 ( 进 监狱 )。 


下 次 玩 《 地 产 大 享 》 时 ， 最 佳 策略 是 通过 灵活 的 谈判 买 进 橙色 格 
和 红色 格 地 产 ， 不 仅 赢 的 概率 最 大 ， 而 且 游 戏 时 间 最 得。 当然 ， 一 开 
台 就 选 个 更 有 意思 的 游戏 才 是 遍 家 之 道 。 


wee 


“ 真 不 明白 ， 我 在 所 有 红色 格 和 橙色 格 地 产 上 都 建 了 酒店 ， 
还 买 了 4 个 火车 站 ， 每 次 谈判 都 做 到 最 好 ， 怎 么 还 输 了 呢 ?” 
“ 单 从 博弈 论说 ， 你 下 得 很 棒 ， 没 什么 好 说 的 。 但 金融 界 有 
些 事 你 没 考虑 到 。 其 他 人 都 偷 拿 了 基金 里 的 钱 ， 还 在 桌子 底下 
HTAR, BRF ET R * 








“昨天 发 的 招聘 启事 有 没有 回复 啊 ?” 

“有 ， 老 板 。 我 已 经 选 出 了 342 个 符合 要 求 的 人 选 ， 正 在 前 
台 等 着 呢 。 您 打算 怎么 选 ?” 

“ 那 还 不 简单 ， 先 看 简历 呐 …… 你 说 哈 ? 342 个 ?” 


x k 米 


数学 家 喜欢 做 决定 。 周 六 商场 打折 ， 开 车 去 购物 ， 找 车 位 的 时 候 
是 一 有 空位 就 停 进去 ， 还 是 先 转 半 圈 ， 哪 怕 浪 费 点 时 间 ? 是 一 看 到 加 
油 站 就 加 油 ， 还 是 冒险 跑 更 远 一 点 ， 结 有 果 油 价 还 更 贵 ? 如 果 收 集 球星 
F, MARRE ERREK, PMAN ERAK? 总 之 ， 在 只 能 
机 选择 的 时 候 ， 找 来 找 去 到 什么 时 候 才 是 个 头 ? 这 都 属于 “最 优 停止 
问题 "， 其 中 最 著名 的 就 是 “秘书 问题 ”。 

作为 瑞明 的 老板 ， 你 决定 招 个 新 人 。 传 闻 贵 司 只 要 优 中 之 优 ， 此 
言 不 虚 。 共 有 NN( 此 数目 已 知 ) 人 来 参加 面试 ， 面 试 顺序 随机 。 每 次 
面试 之 后 ， 你 只 有 两 个 选择 : 要 么 聘用 此 人 ， 面试 结束 ;要么 请 其 回 
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家 ， 老 死 不 相 往 来 。 要 注意 ， 两 个 选择 必 择 其 一 。 如 果 到 最 后 也 没有 
找到 满意 的 人 选 ， 则 必须 聘用 最 后 一 人 。 万 万 不 可 让 平庸 之 非 混 进 
公司 啊 ! 那么 问题 来 了 : 想 让 雇 到 精英 的 机 会 最 大 ， 该 何 时 终止 甄 
选 呢 ? 

选择 的 标准 其 实 只 有 一 个 : 此 人 比 之 前 的 候选 人 都 好 吗 ? 我 们 假 
设 所 有 候选 人 可 以 从 优 到 差 排序 ， 且 没有 资质 并 列 的 情况 。 选 到 最 优 
者 的 机 会 如 何 能 达到 最 大 呢 ? 











全 国 最 佳 数字 项 目 主管 





A、B、C、D 这 个 4 人 看 了 招聘 启事 后 ， 前 来 应 聘 数 字 项 目 主 管 
的 职位 。 他 们 的 资质 参差 不 齐 : A 一 般 ，B 良好 ，C 优秀 , D 则 是 项 
级 。 作 为 招聘 者 ， 你 的 目标 就 是 把 D 招 进来 。 

面试 顺序 随机 ， 共 24 种 可 能 : ABCD, ABDC, ACBD, ACDB, 
ADBC, ADCB, BACD BADC, BCAD, BCDA, BDAC, BDCA, 
CABD, CADB, CBAD, CBDA, CDAB, CDBA, DABC, DACB, 
DBAC, DBCA, DCAB, DCBA, 

第 一 种 策略 是 先 到 先 得 ， 不 管 其 他 人 即 策略 0 )， 选 到 最 优 者 的 
概率 为 /4。 男 一 种 同样 莫名 其 妙 的 策略 是 把 所 有 人 都 面 斌 一遍， 但 就 
要 最 后 一 人 (策略 3 )， 选 到 最 优 者 的 概率 也 是 1/4。 

但 成 功 概 率 可 以 高 过 1/4， 没 想到 吧 。 可 以 先 面试 1 人 了 解 一 下 大 
致 水 平 ， 但 这 人 肯定 不 要 ， 仅 供 参 考 ， 一 出 现 比 他 水 平 高 的 就 直接 要 
了 (策略 1 )。 

这 种 方法 真 的 比 策略 0 和 策略 3 好 吗 ? 我 们 来 分 情况 讨论 ， 看 选 
到 最 优 者 D 的 概率 有 多 高 。 
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第 一 个 面试 的 是 C: 唯一 比 C 强 的 就 是 D，D 一 出 现 就 会 被 录 
取 ， 有 6/24 的 可 能 性 。 
第 一 个 面试 的 是 B: 此 时 ，C 和 PD 谁 先 出 现 ， 谁 被 录取 。 在 24 种 
可 能 中 ，B 为 第 一 有 6 种 : BACD, BADC, BCAD, BCDA, 
BDAC 和 BDCA， 只 有 3 种 情况 会 选 到 D， 所 以 最 终 选 D 的 可 能 
性 有 3/24。 

第 一 个 面试 的 是 A: 此 时 ， 第 二 个 面试 者 会 被 选中 。 经 过 检验 
发 现 ， 只 有 2/24 的 可 能 性 会 选 到 D。 

第 一 个 面试 的 是 D: 那 就 把 他 淘汰 了 ， 认 倒霉 吧 。 














最 终 ， 按 此 法 ， 有 11/24 C Hl 4696 ) 的 可 能 性 选 到 最 优 者 。 另 外 
可 知 ， 选 到 C 的 概率 为 7/24， 选 到 B 的 概率 为 4/24， 选 到 A 的 概率 
为 2/24。 

此 策略 的 要 点 是 放 过 第 1 人， 只 作 参 考 。 那 放 过 更 多 人 ， 成 功 概 
率 会 不 会 更 高 ? 比如 前 2 人 都 不 要 (策略 2 )， 如 果 第 3 人 比 前 2 人 都 
好 ， 就 要 第 3 人， 否则 只 能 选 第 4 人 。 

此 时 ， 如 果 前 2 人 是 AC、BC、CA 或 CB, D 肯定 中 选 。 如 果 前 
2 人 是 AB 或 BA， 只 有 一 半 情 况 会 选中 D。 如 果 D 是 前 2 人 之 一 ， 则 
被 淘汰 。 由 此 可 得 D 被 选中 的 概率 为 10/24 ( 即 42% )， 而 C 被 选中 的 
概率 为 6/24，B 和 A 被 选中 的 概率 只 有 4/24。 

放弃 大人 个人， 选择 其 后 第 一 个 比 左 个 人 都 强 的 候选 人 ， 这 样 的 策 
略称 为 “策略 六 。 上 文 已 验证 ， 总 数 N = 4 时 ， 最 佳 策略 是 策略 1， 
约 有 46% 的 可 能 选 到 最 优 者 。 
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寻找 “ 软 广 ”之 星 


公司 越 做 越 大 ， 该 请 人 写 写 软文 扩大 影响 了 。 这 次 有 5 人 来 面试 ， 
顺序 依然 随机 ， 共 120 种 。 对 每 一 种 排列 方式 考虑 策略 0 到 策略 4， 
看 看 哪 种 最 好 。 

最 后 可 知 策略 0 和 策略 4 都 只 有 2096 的 成 功率 ， 而 放弃 第 1 人 
(策略 1) 会 将 成 功率 增加 到 41.7%。 策 略 2 最 佳 ， 成 功率 为 43.3%。 
策略 3 的 成 功率 只 有 35%。 这 些 都 交 由 读者 去 验证 吧 ， 推 理 或 枚 举 都 
可 以 。 总 之 ， 最 佳 策略 是 放弃 前 2 A. 

如 果 面 试 人 数 更 多 呢 ? 肯定 有 最 佳 策 略 ， 是 哪 一 个 ?能 找 出 来 吗 ? 
完全 可 以 ! 

已 知 N = 4 时 ， 最 佳 策略 为 策略 1，N = 5 时， 最 佳 策略 为 策略 2。 
经 过 验证 还 可 发 现 ,，N = 6 和 7 时， 最 佳 策 略 依然 是 策略 2, N = 8、9 
和 10 时 , 最 佳 策略 是 策略 3。 推 而 广 之 , 可 以 证 明 "对 于 N 个 候选 人 ， 
策略 Kk > 0) 的 成 功 概率 为 : 

POL )e x C e p NU 

25 N 值 较 小 时 ， 我 们 毫 不 费力 就 能 算出 哪个 是 最 佳 策略 ( 图 14.1 )。 

















) 





(D 让 我 们 来 证 明 这 个 公式 ! 对 于 入 个 候选 人 ,我 们 可 以 分 别 考虑 每 个 策略 
k, k e [0, N-1]， 计 算 选 到 最 优 者 的 概率 PCOV, 月 是 多 少 。 设 最 优 者 为 第 7 
个 候选 人 , j 为 一 个 提前 确定 值 的 概率 为 IN。 如 果 j 三 k， 则 最 优 者 被 排 
除 ; 如 果 / 六 = 大 + 1， 那 他 来 得 正好 ， 恰 好 会 被 选中 ; 如 果 j > k+1， 只 有 
下 + 到 六 1 之 间 没 有 合适 人 选 时 ， 他 才 会 被 选中 ， 这 一 概率 为 Wij--1D。 所 
以 ， 最 优 者 是 第 j 个 候选 人 上 且 通 过 策略 上 被 选中 的 概率 是 : TIN X KG - 1), 
且 > k。 若 j 三 上 时 ， 此 概率 为 0。 由 此 可 得 ， 选 中 最 优 者 的 概率 为 
P(N, D=}, ,/NXKG-1), 整理 后 可 得 P(N, =WNY .UVO-D。 
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实际 上 ， 有 一 种 简单 的 算法 ， 可 以 算出 任意 (足够 大 ) N 值 的 最 
佳 策略 是 策略 Nle。 这 里 的 e 是 自然 常数 ， 即 自然 对 数 的 底数 ， 这 是 
最 重要 的 数学 常数 之 一 ”, 约 等 于 2.71828, 许多 数学 领域 都 要 用 到 它 ， 
我 无 法 一 一 列举 。N 足够 大 时 ， 策 略 We 选 到 最 优 者 的 概率 在 36.8% 
左右 ( 即 Ve ). 
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图 14.1 不 同 策略 的 成 功 概率 
3 N-5, 10% 50 时 ,不 同 策略 的 成 功 概率 不 同 。 用 积分 可 以 证 明 ,，N 越 大 ， 策略 上 的 
Acht POI, D)» Ln.) , meist ato. 





(D 数学 界 为 了 e 和 nt 哪个 才 是 最 重要 的 数学 常数 争论 不 休 。 还 有 人 推举 虚数 
单位 i 或 者 整数 0， 但 这 两 个 常数 的 影响 力 较 小 。 唯 一 确定 的 是 ， 大 家 都 鄙 
笑 黄金 比例 g 的 拥戴 者 。 
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假如 你 要 招聘 一 个 会 计 ， 有 10 万 人 来 面试 ,根据 以 上 理论 应 该 采 
用 策略 100000/2.71828 = 36 788， 即 面试 前 36 788 人 ， 但 不 录取 ， 仅 
作 参 考 ， 待 到 之 后 出 现 比 这 36 788 人 都 好 的 候选 者 时 ， 就 直接 录取 。 
这 时 ， 你 选 到 10 万 人 中 最 优 者 的 概率 约 为 36.8%。 

















当 了 一 回 人 力 资源 经 理 ， 是 不 是 很 过 疗 ?“ 最 优 停止 问题 ”最 早出 
现在 1960 年 2 月 号 的 《科学 美国 人 》 杂 志 中 。 马 丁 * 加 德 纳 在 其 专栏 
“数学 游戏 ”中 提出 了 一 种 “ 古 苞 尔 游戏 ”: 玩家 在 100 张 纸 上 随便 写 
下 一 些 数 字 ， 正 面 朝 下 让 另 一 玩家 猜 ; 这 些 数 字 可 大 可 小 ， 可 能 大 如 
古 匡 尔 ， 即 10"， 游 戏 由 此 得 名 ; 第 二 个 玩家 一 页 页 翻 ， 觉 得 找到 最 
大 数 时 就 停止。 

“十 戈 尔 游 戏 ” 的 最 佳 策 略 与 之 前 讨论 的 一 样 ， 如 果 有 100 张 纸 ， 
则 应 采取 “策略 36”。 加 德 纳 在 下 月 的 专栏 中 就 公布 了 这 个 解 。 

“最 优 停 止 问题 ”还 有 很 多 其 他 名 称 ， 如 “结婚 问题 ”一 一 花花 公 
子 让 女生 一 个 个 从 面前 走 过 ， 从 中 选 一 个 做 妻子 ， 此 外 还 有 “嫁妆 问 

“选美 问题 ”等 ， 总 是 有 些 歧视 女性 的 倾向 …… 

这 风气 的 源头 可 追溯 到 17 世纪 。 德 国 天 文学 家 开 普 勒 的 第 一 任 妻 
子 死 于 霍乱 ， 他 决定 再 万 一 个 ， 又 不 想 要 之 前 那样 的 包办 婚姻 ， 于 是 
就 组 织 了 史上 最 漫长 的 相亲 。2 年 内 共有 11 位 女性 回复 他 ， 开 普 勒 仔 
细 上 比较 了 每 个 人 的 优 缺 点 ， 最 后 要 了 苏 珊 娜 ， 罗 伊 廷 挡 。 她 是 11 位 候 
选 人 中 的 第 5 位 ， 二 人 婚 后 生 了 7 个 孩子 。 实 际 上 ， 不 能 说 开 普 勒 提 
出 了 “秘书 问题 ”， 大 部 分 假设 他 都 没有 遵守 ， 而 且 他 还 可 以 反悔 。 但 
开 普 勒 处 理 恋 爱问 题 的 方式 ， 让 他 成 了 “最 优 停止 ”的 先驱 。 
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“秘书 问题 ”的 模型 并 不 切实 际 ， 称 职 的 人 力 资源 经 理事 先知 道 要 
找 什么 样 的 人 ， 而 应 聘 的 总 人 数 也 许 不 能 预知 。 面 试 需要 时 间 ， 而 时 
间 就 是 金钱 ， 不仅 要 找到 最 优 者 ， 还 要 避免 拖拉 。 错 过 就 不 能 反悔 ? 
只 要 候选 人 还 未 另 谋 高 就 ， 当 然 可 以 反悔 。 人 力 资源 经 理 还 可 降低 预 
期 标准 ， 不 一 定 非 要 追求 完美 ， 在 最 优 的 两 者 之 间 择 其 一 即 可 。 

数学 家 对 于 好 问题 总 是 不 大 其 烦 。 从 20 世纪 60 年 代 起 ， 针 对 以 
上 每 一 种 方法 都 有 数 十 篇 研究 文章 。 对 “最 优 停止 问题 ”的 探索 远 没 
有 停止 ， 因 为 它 在 金融 领域 有 很 多 CK AR 应 用 。 什 么 时 候 应 该 停止 
不 假 思索 就 生 搬 硬 套数 学 模型 的 行为 呢 ? 这 也 是 一 个 尚 待 解答 的 “最 
优 停止 问题 ”……… 


























oko 


“下 一 个 1” 

“您 好 ， 这 是 我 的 简历 。” 

“ 嗯 ， 您 各 方面 的 经 历 都 很 棋 。 有 基础 数学 、 比 较 文 学 、 材 
料 化 学 三 个 博士 学 位 ， 还 有 宠物 专业 技术 证 和 教师 证 。 去 年 还 
获得 了 诺 贝 尔 和 平 奖 ， 能 流利 运用 19 种 语言 ， 掌 握 所 有 的 办 公 
软件 ，28 个 奥运 会 项 目 中 您 会 20 种 且 达 到 高 级 水 平 ， 包 括 皮 划 
艇 。 您 真 的 为 之 后 的 应 聘 者 设立 了 很 高 的 标准 。 下 一 个 1” 
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前 情 提 要 : 

热情 奔放 的 帕 梅 拉 上 暗恋 着 英俊 潇洒 的 肖 因 博士 , 但 肖 恩 已 
和 讨 人 厌 的 杰 西 卡 结婚 。 帕 梅 拉 还 幻想 着 能 和 文艺 、 儒 雅 的 罗 
德 尼 博士 来 一 段 情 ， 但 她 刚刚 答应 了 布 莱 德 利 的 求婚 。 布 莱 德 
利 疯狂 地 深 爱 着 帕 梅 拉 ， 对 杰 西 卡 和 人 金 伯 痢 视 若 无 睹 。 罗 德 尼 
知道 ， 自 己 虽然 和 金 伯 莉 结 了 婚 ， 但 杰 西 卡 才 是 他 的 真爱 。 肖 
思 会 向 帕 梅 拉 表 露 真 心 ， 说 爱 她 胜 过 杰 西 卡 吗 ? 帕 梅 拉 会 向 肖 
恩 倾 吐 情 圳 ， 说 爱 他 胜 过 布 莱 德 利 吗 ? 罗 德 尼 会 不 顾 一 切 追 求 
并 不 爱 他 的 杰 西 卡 吗 ?9 ENLA, (ERAR) € 74088 集 ! 


x k k 





剪 不 断 理 还 乱 的 感情 戏 ， 等 待 肾 移植 的 病人 ， 申 请 梦想 大 学 的 学 
生 ， 他 们 之 间 有 什么 共同 点 ?这 问题 似乎 有 点 莫名 其 妙 ， 但 问题 的 答 
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案 却 获得 了 诺 贝 尔 奖 ! 这 就 是 “稳定 婚姻 定理 ”。 

先 说 点 题 外 话 。 从 1901 年 开始 颁发 的 诺 贝 尔 奖 包括 文学 、 医 学 、 
物理 、 化 学 等 领域 的 奖项 ， 获 奖 者 都 是 各 个 领域 内 的 巨 壁 ， 诺 贝尔 奖 
也 享誉 世界 。1968 年 ， 瑞 典 银 行 携手 诺 贝 尔 基金 会 ， 又 增加 了 一 个 
新 奖项 :“ 纪 念 阿 尔 弗 雷 德 . 诺 贝 尔 瑞典 皇家 银行 经 济 学 奖 ”"。 但 始终 
没有 诺 贝 尔 数学 奖 ， 实 在 令 人 遗憾 。 发 明了 炸药 的 诺 贝 尔 为 什么 没有 
设立 数学 奖 ? 真正 的 原因 不 得 而 知 。 有 传闻 说 ， 他 的 妻子 与 一 位 数学 
家 过 从 其 密 。 或 者 ， 庄 贝尔 觉得 数学 不 能 让 世界 变 得 更 美好 ? 世上 有 
两 个 奖项 可 以 堪 称 “数学 界 的 诺 贝 尔 奖 ”; 一 是 阿 贝尔 奖 ， 由 挪威 科 
学 与 文学 院 每 年 颁发 一 次 ， 表彰 数 学 家 的 一 生成 就 ; 二 是 菲 尔 效 奖 ， 
由 国际 数学 家 大 会 每 四 年 一 次 颁 给 40 岁 以 下 的 青年 数学 学 者 。 然 而 ， 
数学 家 们 还 是 找到 了 迁 回 获 得 诺 贝 尔 奖 的 方法 一 一 瞄准 诺 贝 尔 经 济 
学 奖 。 

最 近 一 位 走 此 线路 的 数学 家 是 劳 埃 德 . 沙 普 利 ， 他 和 经 济 学 家 阿 
尔 文 * 罗 思 同 获 2012 年 诺 贝尔 经 济 学 奖 。 他 们 巧妙 地 把 “稳定 婚姻 定 
理 ” 用 于 调节 供求 关系 。 但 他 们 的 研究 与 金融 无 关 ， 而 是 为 了 给 实习 
医生 分 配 医 院 ， 或 给 等 待 移植 的 病人 分 配合 适 的 肾脏 。 数 学 家 大 
E- 盖 尔 也 进行 了 相关 研究 ， 如 果 他 没有 在 2008 年 不 幸 逝 世 ， 得 奖 的 
可 能 是 他 。 

言 归 正 传 ， 让 我 们 回 到 之 前 这 部 情感 大 戏 吧 。 























第 74 088 集 : 稳定 婚姻 问题 


上 文中 “纯洁 ”的 男女 关系 可 归纳 为 : 3 女 ( 帕 梅 拉 、 杰 西 卡 、 金 
AR) 和 3 男 ( 布 莱 德 利 、 罗 德 尼 、 肖 恩 ) 各 有 理想 对 象 ， 按 喜好 程 
度 排 序 如 下 : 











15” 山 无 陵 ， 天 地 合 ， 乃 敢 与 君 绝 /129 























帕 梅 拉 (P) r»s»b 布 莱 德 利 (b) P>J>K 
杰 西 卡 ( J ) s»b»r 罗 德 尼 (r) J>K>P 
金 伯 莉 (K) b>r>s ïS (s) K>P>J 









































这 一 集 开 始 的 配对 是 : 帕 梅 拉 和 布 莱 德 利 ， 杰 西 卡 和 肖 恩 ， 金 伯 
TRUE HJE o 

但 这 种 配对 不 “稳定 ”: 帕 梅 拉 更 喜欢 肖 恩 而 不 是 布 莱 德 利 ， 肖 恩 
更 喜欢 帕 梅 拉 而 不 是 杰 西 卡 ， 所 以 帕 梅 拉 和 肖 恩 都 想 离开 现 伴 侣 ， 携 
手 私奔 到 天 涯 。 有 没有 一 种 配对 ， 能 让 大 家 抵抗 住 出 轨 的 诱惑 ”对 编 
剧 来 说 ， 越 混乱 越 好 看 ， 但 数学 家 想 让 大 家 好 好 过 日 子 。 

3 男 3 女 有 6 种 配对 方法 (只 考虑 男女 搭配 )， 其 中 3 种 不 稳定 
(如 上 所 示 ， 有 人 想 私奔 )， 其 他 3 种 虽然 不 能 与 最 爱 共 度 一 生 ， 但 大 
家 都 可 以 接受 。 比 如 ， 某 男 最 后 和 第 三 选择 在 一 起 ， 但 没有 其 他 男士 
想 放 弃 现 伴 但， 转 而 选择 此 女 。 

3 种 稳定 配对 如 下 。 

















e 每 个 女士 都 选择 第 一 意愿 ( 对 男士 非 最 优选 择 ) : 帕 梅 拉 和 罗 
德 尼 ， 杰 西 卡 和 肖 恩 ， 金 伯 莉 和 布 莱 德 利 。 

e 每 个 男士 都 选择 第 一 意愿 ( 对 女士 非 最 优选 择 ) : 由 梅 拉 和 布 
莱 德 利 ， 杰 西 卡 和 罗 德 尼 ， 金 伯 莉 和 肖 恩 。 

e 大 家 都 将 就 一 下 ， 选 择 第 二 意愿 : 帕 梅 拉 和 肖 恩 ， 杰 西 卡 和 布 
莱 德 利 ， 金 伯 独 和 罗 德 尼 。 



































只 有 这 3 种 配对 方法 不 会 有 人 私奔 。 
爱 恨 纠缠 都 能 如 此 化 解 ?请 看 下 集 ! 
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第 74 089 集 : 盖 尔 - 沙 普 利 算 


前 情 提要 : 

帕 梅 拉 和 肖 恩 互 诉 圳 肠 ， 决 定 抛 下 布 莱 德 利和 杰 西 卡 ， 双 
宿 双飞 。 杰 西 卡 不 顾 金 伯 痢 的 阻挠 ， 向 布 莱 德 利 求婚 。 但 布 莱 
德 利 能 抗拒 镇 上 新 来 的 双胞胎 姐妹 艾 诗 丽 和 凯 蒂 丝 吗 ? 戴 黄 会 
不 会 把 戴 维 和 区 区 拉 的 真相 告诉 阿 斯 特 ?” 查 理 能 否 及 时 进行 肾 
移植 手术 ? KARLA, (ETE BU) A 74 089 集 ! 




















我 们 来 把 问题 推广 一 下 。 假 设 有 NN 男 Y 女 要 互 定 终身 (还 是 只 考 
虑 男女 搭配 )， 每 个 男士 根据 喜好 程度 给 女士 排序 ( 无 并 列 ， 无 遗漏 )， 
女士 也 给 男士 排序 。“ 稳 定 婚姻 问题 ”可 表述 为 : 是 否 总 能 配 成 N 对 稳 
EFE, MRA FHE (A, a) 和 (B, B)， 其 中 A BD Zeta, m p di 
喜欢 A 多 过 B? 

“稳定 婚姻 问题 ”还 有 个 变 体 一 一 “合租 问题 ”( 同性 可 配 ， 即 超 
越 性 别 的 “稳定 婚姻 问题 ”)。2N 个 学 生 要 合租 W 个 房间 ， 每 人 都 有 
喜欢 和 不 喜欢 的 室友 ， 按 个 人 喜好 程度 排序 ， 分 配 结果 要 稳定 ， 不 能 
有 两 个 不 住 一 屋 的 学 生 都 想 让 自己 的 室友 滚 蛋 ， 而 让 对 方 住 进来 。 很 
快 就 能 发 现 ， 此 变 体 在 某 些 情况 下 无 解 。 

假设 有 4 个 学 生 A、B、C、G, A 最 喜欢 B，B 最 喜欢 C，C 
喜欢 A， 而 谁 都 不 想 和 G 这 个 矫情 鬼 住 一 屋 。 此 时 不 管 怎么 组 合 ， 
G 一 屋 的 人 总 是 想 换 室友 。 

从 “合租 问题 ”可 以 看 出 ， 要 让 婚姻 稳定 并 不 容易 ， 也 许 人 类 就 
是 无 法 抗拒 出 轨 的 诱惑 呢 ? 错 ! 男女 搭配 总 能 找到 稳定 配对 ， 让 大 家 
白头 借 老 ， 步 又 也 很 简单 。 
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首先 ， 男 士 去 找 最 喜欢 的 女士 。 如 果 某 女士 被 2 位 及 以 上 的 男士 
示爱 ， 则 选 自 己 最 中 意 的 ( 先 不 着 急 结婚 )。 

被 拒绝 的 男士 转 而 向 第 二 选择 示爱 。 女 士 则 在 上 一 轮 已 示爱 男士 
WRA ) 和 新 一 轮 示爱 男士 中 选 最 喜欢 的 。 每 位 女士 都 获得 至 少 一 次 
示爱 时 ， 配 对 结束 ， 可 以 举行 婚礼 啦 ! 

照 此 办 法 ,一 定时 间 后 ， 每 位 女士 都 会 被 表白 ， 而 男士 不 会 向 同 
一 女士 示爱 2 次。 最 重要 的 是 ， 由 此 得 出 的 婚姻 必然 稳定 。 比 如 ， 罗 
德 尼 喜 欢 杰 西 卡 ， 但 算法 却 把 金 伯 莉 配给 他 。 配 对 时 ， 罗 德 尼 一 定 先 
找 杰 西 卡 ， 只 有 杰 西 卡 看 上 别人 并 主动 离开 时 ， 罗 德 尼 才能 去 找 金 伯 
莉 。 也 就 是 说 ， 杰 西 卡 更 喜欢 现 丈夫 ， 而 不 是 罗 德 尼 ， 这 样 的 结合 才 
是 稳定 的 。 

此 算法 对 男士 最 优 。 如 果 男 女 交 换 ， 则 对 女士 最 优 。 如 果 两 结 
刚好 一 致 ， 阅 明 只 有 一 种 稳定 组 合 。 

我 举例 说 明 。 假 设 有 4 女 〈 艾 什 丽 、 芭 芭 拉 、 凯 蒂 丝 和 戴 落 )，4 
男 〈 阿 斯 特 、 布 莱 德 利 、 查 理 和 戴 维 )， 喜 好 排序 如 下 : 










































































ZN (A) d>c>a>b 阿 斯 特 (a) A>B>C>D 
EB) b»d»a»c 布 莱 德 利 (b) A>D>C>B 
凯 蒂 丝 (C) d»a»b»c 查理 (c) B>A>C>D 
Bo (D) c»b»a»d 戴 维 (d) D>B>C>A 

















第 一 步 ， 艾 什 丽 会 被 2 人 示爱 ( 阿 斯 特 和 布 莱 德 利 )， 芭 芭 拉 和 戴 
落 只 有 1 人 示爱 。 艾 什 丽 会 留 下 阿 斯 特 (第 3 选择 )， 拒 绝 布 莱 德 利 

















e 艾 什 丽 : 阿 斯 特 ” 布 莱 德 利 
e HEM: 查理 
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e JEZ: eee 
e yu. 戴 维 
e 等 待 中 : 布 莱 德 利 


布 莱 德 利 又 向 第 二 选择 戴 落 示爱 。 戴 背 喜欢 布 莱 德 利多 过 戴 维 ， 
于 是 戴 维 被 抛弃 。 








o SEAH: 阿 斯 特 “ 布 莱 德 和 
。 攻 芭 拉 : 查理 

e S». eee 

e Wü. WE 布 莱 德 利 
等 待 中 : 戴 维 


约会 继续 。 戴 维 向 芭 芭 拉 示 爱 ， 被 接受 ,查理 被 抛弃 。 查 理 癌 艾 
什 丽 示爱， 艾 什 丽 为 他 放弃 阿 斯 特 。 阿 斯 特 向 芭 芭 拉 示 爱 被 拒 ， 只 好 
牵手 凯 带 丝 。 配 对 完成 ， 而 且 稳定 ! 



































e 艾 什 丽 : 阿 斯 特 ” 布 羔 德 科 查理 
e HEM: 查理 戴 维 阿 斯 特 

e ILAS: 阿 斯 特 

e WPF: 戴 维 布 莱 德 利 


此 算法 的 结果 对 男士 最 优 。 在 本 例 中 ， 对 女士 也 最 优 一 一 此 设 定 
下 只 有 一 种 稳定 配对 。 
另外 ， 男 女 数量 不 等 时 ， 此 算法 依然 有 效 。 
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第 74 090 &: 诺 贝尔 奖 的 获得 者 是 …… 
前 情 提要 : 
阿 斯 特 无 夺 之 下 只 好 选择 饥 蒂 丝 ， 如 果 她 发 现 自己 只 是 第 
三 人 选 ， 会 作 何 反应 ? 生性 冲动 的 杰 西 卡 知道 了 布 莱 德 利和 戴 


萝 的 过 往 会 如 何 ? 查理 能 及 时 接受 肾 移植 手术 吗 ? 肖 恩 真 的 是 
医生 吗 ? 稳定 婚姻 问题 与 经 济 学 有 什么 联系 ? SOROR, (X6 
烈焰 》 第 74090 集 ! 


1962 E, B. 盖 尔 和 劳 埃 德 ， 沙 普 利 发 表 文 昔 ， 研 究 NN 个 学 生 
申请 M 个 大 学 的 问题 (大 学 招生 人 数 有 限 )， 为 “稳定 婚姻 定理 ” 打 
下 基础 。“ 大 学 申请 问题 ”的 解法 同 “稳定 婚姻 问题 ”一 样 ， 学 生 按 襄 
好 顺序 向 大 学 提出 申请 。 

沙 普 利 还 研究 了 男 一 种 情形 一 一 一 方 无 特定 喜好 ， 典 型 例子 就 是 
给 费 官 捐献 者 和 等 待 移植 病人 配对 。 沙 普 利 调整 了 “稳定 婚姻 算法 ”， 
建立 了 一 个 系统 ， 在 美国 许多 州 沿用 至 今 。 

20 世纪 80 年 代 ， 阿 尔 文 * 罗 思 研究 了 美国 住院 医生 分 配 项 目 
( NRMP )， 此 项 目 用 于 将 实习 医生 分 到 全 国 各 医院 。 他 发 现 此 项 目 用 
的 是 盖 尔 - 沙 普 利 算法 ， 分 配 结果 稳定 。 后 来 在 1995 年 ， 太 多 医生 情 
侣 要 求 分 在 同一 区 ， 该 系统 就 不 管用 了 。 罗 思 受 命 改进 算法 ， 新 系统 
至 今 仍 在 使 用 。 

HX, FRE- 沙 普 利 和 阿尔 文 * 罗 思 从 未 共事 过 ， 他 们 一 个 提 
出 理论 ， 一 个 进行 实践 ， 结 合 起 来 最 终 获得 诺 贝尔 奖 。 谁 说 数学 家 不 
能 让 世界 变 得 更 美好 呢 ? 
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米 k 米 


前 情 提要 : 

劳 埃 德 和 阿尔 文 最 终 折 桂 。 但 好 景 不 长 ， 凯 蒂 斯 看 穿 了 阿 
斯 特 的 为 人 ， 要 把 家 族 企业 份额 卖 给 直接 竞争 对 手 。 杰 西 卡 惊 
党 布 莱 德 利和 戴 东 有 一 私生子 ， 犹 如 晴天 局 雳 ， 她 再 也 不 相信 
爱情 。 查 理 觉得 肖 恩 在 骗 他 ， 对 其 医术 起 了 疑心 。 命 运 纠葛 ， 
何去何从 ? AELA, (XE AU) € 74091 集 ， 大 结局 ! 
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议会 席位 怎么 分 ? 


“我 要 送 指环 去 魔 多 。 

“ 佛 罗 多 ， 无 论 多 久 ， 让 我 助 君 一 辟 之 力 。 

“出 生 入 死 ， 在 所 不 锌 ， 宝 剑 任 君 号 令 。” 

“我 的 可 也 任 君 号 令 。 

“我 的 第 也 任 君 号 令 1” 

“ 慢 点 慢 点 ， 别 七 嘴 八 和 的 ， 队 里 没 那么 多 位 置 。 我 们 投票 


吧 ， 看 谁 送 指环 去 末日 山 。 


法 




















国 是 民主 国家 ， 我 隔 三 差 五 就 得 去 投票 ， 在 小 陋 间 里 写 下 一 个 











或 几 个 名 字 ， 装 人 小 信封 。 上 次 投票 是 选 地 区 委员 ,6 年 1 届 。 
与 总 统 选举 、 省 议会 选举 、 国 民 议 会 选举 不 同 ， 法 国 地 区 选举 的 
席位 “ 按 比例 ”分 配 。 说 得 具体 点 ， 就 是 ( 两 轮 ) 说 者 多 占 比 例 代 表 
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制 ， 得 票 最 高 者 先 占 1/4 席位 ( 按 进 一 制 ” 计 算 )， 其 余 3/4 席位 按 比 
例 分 配 。 其 中 还 有 些小 细节 ， 得 票 5% 以 下 的 党 派 不 参与 席位 分 配 。 
在 第 二 轮 投票 开始 前 ， 得 票 5% 以 上 者 可 与 得 票 10% 以 上 者 联合 。 此 
力 法 国 《 选 举 法 》 第 L338 条 的 规定 ， 由 2003 年 4 月 11 H4 2003- 
327 号 法 律 修改 确立 。 此 条 法 律 还 更 加 细致 地 规定 ， 席 位 按 “ 最 大 均 
数 法 ”分 配 。 数 学 家 看 到 《选举 法 》 里 出 现 这 样 的 字眼 ， 真 是 激动 万 
分 啊 ! 

让 我 们 先 告 别 法 国 ， 去 中 土 世 界 看 看 。 甘 道夫 为 保护 指环 要 组 建 
一 个 兄弟 会 ， 共 有 8 个 席位 。 公 平 起 见 ， 他 让 大 家 投票 ， 按 得 票 比 例 
分 配 席位 。 开 始 有 许多 党 派 参与 选举 ， 到 第 2 轮 只 剩 3 个 : 人 族 党 、 
霍 比特 运动 、 精 灵 与 矮人 联合 会 。 参 与 投票 的 只 有 410 人 。 结 果 霍 比 
特 人 以 217 58 (52.996 ) 大 比例 胜出 ， 人 族 党 获得 120 票 (29.3% )， 
X8 o5 55 E A DUIK 73 票 (17.8% )。 问 题 来 了 ， 堆 比特 人 当然 应 占 更 多 
席位 ， 但 到 底 是 多 少 呢 ? 

如 果 严 格 按 比例 分 配 ， 霍 比特 人 应 得 4.23 席 〈8 x 52.9% )， 人 族 
SEM fd 2.34 JE (8x 29.396), JE ox 53 EA DET 1.42 Ji (8x17.8% )。 
但 席位 又 不 能 砍 成 两 半 ， 只 能 是 整数 。 如 何 取 整 ? 如 果 用 进 一 法 ， 则 
5+3+2=10， 共 需 10 个 席位 ， 比 实际 8 席 多 出 2 席 。 如 果 用 去 尾 法 ， 
则 4+2+1=7， 又 比 实际 8 席位 少 1 席 。 用 四 舍 五 入 法 也 多 出 1 席 。 

这 怎么 行 ? 8 个 席位 一 个 不 能 多 ， 一 个 不 能 少 。 当 然 ， 也 可 以 采 
用 抽签 或 者 “ 抢 座位 ”游戏 决定 最 后 1 席 归 谁 。 但 和 平 来 之 不 易 ， 哪 
一 族 也 不 能 触怒 。 

为 了 拯救 中 土 世 界 ， 只 能 召唤 数学 家 了 1 



































中 ”如 果 出 现 小 数 ， 就 取 大 于 小 数 的 最 小 整数 ， 如 2.3 和 2.7 都 进 一 位 为 3。 
一 一 译 者 注 
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最 大 余额 法 : 黑 尔 数额 








最 直观 也 是 最 早 被 考虑 的 方法 ， 就 是 最 大 余额 法 。 英 国人 托 马 
斯 ， 黑 尔 第 一 个 提出 按 比例 分 配 席位 的 具体 方法 。 但 他 只 是 政治 改革 
者 ， 不 是 数学 家 ， 因 此 他 的 方法 有 缺陷 ,我们 后 面 再 说 。 

黑 尔 提出 的 具体 做 法 如 下 : 用 公式 〈 所 获 选 票数 ) x (席位 数 ) / 
( 选票 总 数 ) 算出 每 个 党 派 的 精确 分 配 数 ， 取 其 整数 部 分 给 予 席位 。 剩 
余 席 位 依次 给 予 余额 最 大 者 一 一 即 小 数 部 分 最 大 者 ， 称 为 “最 大 余额 
原则 ”。 

以 中 土 投票 为 例 ， 精 灵 与 矮人 联合 会 的 剩 余 小 数 部 分 最 大 ， 所 以 
再 得 1 席 ， 在 兄弟 会 中 占 2 JE (K 16.1 )。 

表 16.1 整数 部 分 席位 分 完 后 ， 还 剩 1 席 。 精 灵 与 矮人 联合 会 的 剩余 小 数 部 分 最 大 ， 
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将 获得 此 席位 
gs p 精确 第 一 步 分 | 剩余 小 数 得 应 位 s " 
Æ ERIS aJ] 217 4.234 4 0.234 0 4 
人 族 党 120 2.341 2 0.341 0 2 
io s 73 1.424 1 0.424 1 2 















































“ 黑 尔 余额 法 ”是 19 世纪 第 一 种 按 比 例 分 配 法 ， 但 很 快 就 让 位 给 
了 其 他 方法 ， 现 在 只 有 意大利 选 欧洲 议会 的 议员 时 还 在 沿用 。 这 种 方 
法 为 什么 被 弃 用 了 呢 ? 因 为 它 会 产生 “阿拉 巴 马 悖 论 ”。 

1880 年 ， 美 国政 府 进行 10 年 一 次 的 人 口 普 查 ， 正 好 借 此 机 会 重 
新 计算 众议院 各 州 席位 ， 因 为 席位 应 与 人 口 成 比例 。 总 席位 数 未 定 ， 
故而 有 好 几 种 可 能 。 总 席位 为 299 席 和 300 席 的 情况 引起 了 美国 人 口 
普查 局 的 注意 。 按 照 “ 黑 尔 余额 法 ”， 阿 拉巴 马 州 在 总 数 为 299 席 时 可 
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得 8 席 ， 而 总 数 为 300 席 时 却 只 得 7 席 。 仔 细 看 一 下 人 口 普查 的 数据 
便 会 发 现 ， 当 有 299 席 时 ， 第 一 步 分 出 277 席 ， 阿 拉巴 马 州 分 得 7 席 ， 
其 小 数 部 分 排名 第 22 位 ， 所 以 又 获 1 席 ; 248 300 席 时 ， 第 一 步 分 出 
280 席 ， 阿 拉巴 马 州 的 小 数 部 分 列 第 21 位 ， 不 能 再 获 额 外 订 位 。 人 悖 论 
就 此 产生 。 

指环 兄弟 会 也 会 碰 上 同样 的 奇怪 情况 。 如 果 甘 道夫 让 出 预 留 给 上 自 
己 的 席位 ， 总 订 位 变 为 9， 重 新 计算 一 下 问题 就 来 了 〈 表 16.2 )。 稚 比 
特 人 和 人 类 各 多 1 席 ， 精 灵 与 矮人 联合 会 只 得 1 席 。 所 以 ， 还 是 别 用 
“ 黑 尔 余额 法 ”了 。 


表 16.2 如 果 总 席位 为 9， 用 “ 黑 尔 余额 法 ”重新 计算 ,精灵 与 矮人 联合 会 反而 少 1 席 



















































































R 精确 第 一 步 分 | 剩余 小 数 、 
56i 选票 n n 得 rb iV x ZR I X 
am E 分 配 数 | emu | 部 分 得 席位 | 最 终 席位 
ERAZ 217 4.763 4 0.763 1 5 
人 族 党 120 2.634 2 0.634 1 3 
人 73 1.602 1 0.602 0 1 
为 了 理解 此 方法 的 缺陷 ， 可 用 等 边 三 角形 来 表示 不 同 的 得 票 情况 。 
3 顶点 对 应 3 党 派 ，A 是 霍 比 特 运 动 ，B 是 人 族 党 ，C 是 精灵 与 矮人 联 
soa 
Hzxo 


顶点 表示 相应 党 派 获得 全 部 选票 ， 而 三 角形 中 点 代表 选票 完全 均 
匀 地 分 给 3 个 党 派 。 得 票 情 况 可 用 三 角形 重心 ”位 置 来 表示 , 离 某 顶 点 
越 近 ， 则 相应 党 派 得 票 越 多 。 

比如 ， 按 A、B、C 权重 为 217、120、73 计算 ， 所 得 重心 即 代表 
217 : 120 : 73 的 得 票 结果 。 霍 比特 人 得 票 比 其 他 两 党 多 得 多 ， 所 以 重 
心 离 顶点 A 也 相应 近 得 多 ( 图 16.1 )。 








(D 几何 中 ， 三 角形 的 重心 即 平衡 点 。 如 果 在 顶点 配 权重 ， 则 平衡 点 也 随 之 改变 。 
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图 中 所 划 区 域 代表 了 最 大 余额 法 得 出 的 席位 分 配 。 按 8 席 划 分 ， 
则 得 票 217 : 120 : 73 对 应 的 点 落 在 区 域 (4, 2, 2 )。 但 按 9 席 划分 ， 
这 一 点 却 落 在 区 域 (5, 3, 1) (图 16.2 )。 这 就 用 几何 方法 表示 出 了 
“阿拉 巴 马 悖 论 ” 一 一 总 席位 不 一 样 时 ,“ 黑 尔 余 额 法 ”分 区 不 重合 。 








16.41 得 票 示意 图 (一 ) 


三 角形 中 每 一 点 对 应 一 种 得 票 结果 。 总 席位 有 8 席 ， 按 “ 黑 尔 余 额 法 ”划分 出 不 同 区 域 
(六 边 形 )， 对 应 不 同 席位 分 配 。 图 中 黄 点 代表 中 土 世界 的 投票 结果 ， 即 按 A、B、C 权 
重 217、120、73 得 到 的 重心 ， 最 后 落 在 区 域 (4, 2, 2 ) 内 。 
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C(0:0:9) 


16.2 ”得 票 示意 图 (二 ) 


按 “ 黑 尔 余 额 法 ”， 总 席位 为 8 席 和 9 席 时 的 分 区 不 重合 。 比 如 ， 黄 点 代表 权重 为 
(217:120: 73) 的 得 票 结果 ， 总 席位 为 9 时 ， 它 位 于 黄色 区 域 (5, 3, 1 )， 而 不 是 我 们 
所 期 望 的 位 于 深蓝 色 区 域 (5$,2,2)、(4,3,2) 或 (4,2,3)。 





“ 黑 尔 余额 法 ”也 不 必 被 彻底 放弃 ， 只 需 稍 加 改进 即 可 。 总 席位 增 
加 时 某 党 席位 反而 减少 的 “阿拉 巴 马 导论” 虽然 无 法 避免 ， 但 可 以 限 
制 。 比 如 ,瑞士 选 举 联 邦 议会 国民 院 代表 时 ,使 用 的 方法 近似 “ 黑 尔 
余额 法 ”， 称 为 “ 哈 根 巴赫 - 比 朔 夫 数额 法 ”"， 得 名 于 瑞士 物理 学 家 爱 
1845 - 哈 根 巴 赫 - 比 朔 夫 。 在 此 变 体 中 ,不 按 总 席位 数 计算 精确 分 配 
数 ， 而 以 总 席位 数 +1 计算 。 
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最 大 均 数 法 : 东 特 法 


“阿拉 巴 马 悖 论 ” 能 否 被 彻底 消除 呢 ?” 人 能。 法 国 地 区 选举 使 用 的 最 
大 均 数 法 就 由 此 而 来 。 要 注意 的 是 ， 虽然 法 国 《 选 举 法 》 规 定 使 用 
“最 大 均 数 规则 ”， 但 并 未 说 明 具 体 哪 种 。 其 实 有 好 几 种 最 大 均 数 法 ， 
相似 也 相 异 。 最 主要 并 被 实际 运用 的 是 “ 东 特 法 ”， 得 名 自 比 利 时 法 学 
家 、 数 学 家 维 克 多 “' 东 特 。 

其 概念 是 将 席位 一 个 一 个 分 出 去 ， 而 不 像 最 大 余额 法 那样 一 下 子 
全 分 出 去 。 这 就 避免 “阿拉 巴 马 悖 论 "， 因 为 就 算 总 席位 增加 ， 已 分 
配 席位 也 不 会 收回 。 

具体 做 法 如 下 : 暂 给 每 党 1 席 ， 得 票数 与 席位 数 之 比 最 高 的 党 可 
保留 此 席 ， 第 1 个 席位 分 配 完成 。 以 此 类 推 ， 直 到 所 有 席位 分 完 。 

在 实际 操作 中 ， 可 以 用 表格 形式 列 出 得 票数 与 所 有 可 能 的 席位 数 
之 比 ， 取 比值 最 大 的 前 几 位 ， 即 可 知晓 相应 党 派 应 得 多 少 席位 。 

将 此 法 用 于 中 土 世 界 ， 不管 总 席位 是 8 个 还 是 9 个 ， 精 灵 与 矮人 
联合 会 都 只 能 拿 到 1 席 ， 还 是 被 亏 待 。 因 此 ， 采 用 “ 东 特 法 ”的 变 
体 一 一 得 名 自 法 国 数学 家 安 德 烈 . 圣 拉 古 的 “ 圣 拉 古 法 ”会 更 好 : 每 
轮 席位 不 是 一 个 一 个 分 ， 而 是 一 对 一 对 分 ( 表 16.3 )。 

最 大 均 数 法 依然 难 逃 悖 论 的 困扰 。 按 此 法 ， 某 党 所 获 席位 可 能 不 
符合 精确 分 配 数 的 取 整 ， 比 如 某 党 精确 分 配 数 为 4.1， 却 只 得 3 席 。 此 
请 不 符合 配额 规则 。 


























t 
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表 16.3 不 同 的 最 大 均 数 法 






















































u 东 特 除数 最 终 席 位 数 
党 派 | 得 票 
6 7 8 
霍 比特 运动 | 217 36.2 | 31.0 | 27.1 5 
人 族 党 |120 20.0 | 17.1 | 15.0 2 
精灵 与 矮人 
xA 73 183 | 14.6 | 122 | 10.4 | 9.1 1 







































































圣 拉 古 除数 最 终 席位 数 
党 派 得 票 
7 11 13 | 15 

霍 比特 运动 | 217 19.7 | 16.7 | 14.5 4 
人 族 党 | 120 10.9 | 9.2 | 8.0 2 
精灵 与 矮 

73 6.6 | 56 | 49 2 
人 联合 会 



































取 最 大 的 8 个 数值 (橙色 )， 即 可 知晓 相应 党 派 应 得 的 席位 。 如 再 多 1 席 ， 则 这 第 9 席 
给 予 下 一 个 最 大 值 即 可 (黄色 )。 指 环 兄 弟 会 若 按 “ 东 特 法 ”分 配 席 位 ， 精 灵 与 矮人 联 
合 会 也 不 占 优 。 对 他 们 而 言 ， 圣 拉 古 法 更 好 ， 可 得 应 得 的 2 席 。 


有 没有 一 种 比例 分 配 法 ,完全 没有 悖 论 呢 ”数学 家 米 欣 尔 . 巴林 
斯 基 和 经 济 学 家 佩 顿 : 扬 钻 研 过 此 问题 ， 并 于 1980 年 提出 了 一 条 惊人 
的 定理 : 在 数学 上 ， 不 可 能 有 一 种 比例 分 配 法 ， 既 符合 配额 规则 ， 又 
没有 任何 悖 论 。 所 以 ， 数 学 证 明了 ， 比 例 代表 制 民 主 不 可 能 完美 。 但 
这 才 是 地 区 选举 ,下 面 再 看 看 数学 家 对 总 统 选 举 有 何 高 见 …… 









































中 土 世 界 第 四 纪元 就 此 开始 …… 指环 兄弟 会 虽 已 解散 ， 但 
爱 与 友谊 永远 联系 着 他 们 。 自 甘 道夫 组 织 比 例 代 表 制 选举 起 13 
个 月 过 去 了 ， 现 在 我 们 眼前 是 一 派 熟 悉 的 景象 一 一 到 家 了 。 








“这 次 总 统 选 举 ， 你 要 投票 给 谁 啊 ?” 

“我 自 有 想法 ， 选 择 一 定 要 慎重 。 照 民 调 来 看 ， 我 最 喜欢 的 
两 个 候选 人 都 没 机 会 当 pe se 
我 应 该 投 给 主张 类 似 、 能 进 第 二 轮 选 举 的 那个 人 一 一 他 稍 差 点 ， 
但 聊 胜 于 无 啊 。 实 在 不 行 还 可 以 投 给 极 右派 那 女 的 ， 她 第 二 轮 肯 
定 输 ， 另 外 那 人 赢 了 也 怪 不 着 我 ， 是 吧 ? 还 有 那个 中 间 派 ， 他 全 
是 寻求 共识 ， 也 能 服 众 ， 但 铠 怕 没 人 会 真 的 给 他 投票 吧 ……” 





卫生 





oo d 方法 ， 创 
意 十 足 。 这 里 只 讨论 “多 数 一 人 当选 制 ” 一 一 最 终 只 选 一 人 。 如 果 全 
Eee 
代表 人 民 投 票 ， 如 美国 总 统 选举 或 法 国 国 民 议 会 议长 选举 ， 称 为 间接 
选举 。 如 何 选 出 最 能 代表 民意 的 人 ? 这 就 是 我 们 要 研究 的 问题 。 一 人 
一 票 ， 真 能 选 出 大 家 都 想 要 的 人 吗 ? 





























144 /数学 也 荒唐 : 20 个 脑 洞 大 开 的 数学 趣 题 








要 选 出 人 心 所 向 的 总 统 ， 第 一 个 想到 的 便 是 “两 轮 多 数 当选 制 ”， 
法 国 总 统 选 举 就 使 用 此 方法 。 选 民 给 候选 人 投票 ， 如 有 人 获得 绝对 多 
数 (多 于 50% 的 选票 )， 即 当选 ; 否则 进行 第 二 轮 ， 候选 人 数 有 限 ， 
通常 为 2 人 。 也 有 “一 轮 多 数 当 选 制 "， 如 墨西哥 总 统 选举 。 

还 有 一 种 方法 需要 选民 给 候选 人 排序 ， 如 澳大利亚 众议院 选举 ， 
这 种 方法 称 为 “排序 复 选 法 ”: 有 多 少 票 把 某 人 列 为 最 佳 ， 该 人 得 票 就 
是 多 少 ; 如 果 无 人 获得 绝对 多 数 ， 则 获得 最 少 “ 最 佳 ” 票 的 人 被 淘汰 ， 
选 该 人 为 “最 佳 ”的 选票 转 给 这 些 选 票 中 的 第 二 人 选 。 以 此 类 推 ， 候 
选 人 被 一 个 个 淘汰 ， 直 至 有 人 获得 50% 以 上 选票 。 此 方法 还 有 一 种 变 
体 ， 称 为 “ 库 姆 斯 法 ”， 道 理 一 样 ， 只 是 淘汰 获得 最 多 “最 差 ” 票 的 
人 ， 而 非 获 得 最 少 “ 最 佳 ” 票 的 人 。 此 方法 和 许多 电视 选秀 很 像 。 正 
如 真人 秀 节目 《幸存 者 》 的 投票 制 那 样 ， 谁 活 到 最 后 谁 胜 利 。 

“ 波 达 法 ”更 有 创意 ,俗称 “歌手 大 赛 法 ”: 选民 给 候选 人 打分 ， 
通常 最 佳 者 为 N， 其 余 依次 减 1， 得 分 最 高 者 胜出 。 

这 些 选举 制度 中 ， 有 没有 最 好 的 一 种 方法 ?选民 能 不 能 达成 共识 ? 
那 得 看 大 家 对 选举 是 什么 态度 ， 但 如 果 想 要 符合 常识 性 的 规则 ， 那 答 


案 是 …… 不 能 ! 









































民主 的 悖 论 
我 们 举例 说 明 ( 图 17.1 )。 在 那 遥 远 的 地 方 ， 有 4 座 城市 ， 人 口 分 





别 为 3500、2400、2100 和 2000。A 城 是 首府 ， 在 最 西边 ， 人 口 也 最 
£Z, B, C. D 城 都 位 于 东边 。 有 人 要 建 动 物 园 ， 在 任何 一 城 丝 可 。 当 
然 ， 人 人 都 想 动物 园 离 自己 家 近 点 ， 这 样 摸 斑 马 、 赏 鲸鱼 也 不 用 跑 太 
远 。 比 例 代表 制 选 出 的 地 区 委员 会 决定 倾听 民意 ， 让 民众 投票 选 址 。 
大 家 当然 只 投 自己 城市 ， 结 果 显 而 易 见 : 若 采 用 一 轮 多 数 当 选 ， 那 首 
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府 A NP; 奉 采 用 两 轮 多 数 当选 ， 由 于 A 城 离 男 3 城 太 远 ， 第 二 
城 B 会 胜出 ; 若 用 库 姆 斯 法 ，A 城 人 口 昌 多 ， 第 一 轮 就 会 被 淘汰 ， 依 
然 是 B 城 胜出 ; 若 用 排序 复 选 法 ， 人 口 最 少 的 DD 城 第 一 轮 被 淘汰 ， 其 
选票 会 转 给 第 二 选择 一 一 人 口 第 三 的 C 城 ，C 城 顺利 通过 第 二 轮 ， 并 
最 终 在 第 三 轮 中 胜出 ; 若 用 波 达 法 ， 人 口 最 少 的 D 城 会 胜出 ， 因 为 大 
部 分 人 将 其 作为 第 二 选择 。 


































喜好 排序 


3500 |A>B>D>C 
2400 |B>D>C>A 
2100 C>D>B>A 
D>C>B>A 













































排序 复 选 法 _ 库 姆 斯 法 
(c) (d) 第 一 轮 最 差 票 比例 “| 第 二 轮 得 票 比例 





第 一 轮 得 票 比例 | 第 二 轮 得 票 比例 





















































图 17.1 此 区 域 有 4 个 城市 ， 不 同 的 选举 方法 会 得 出 不 同 的 结果 


(a) 若 采用 两 轮 多 数 当 选 制 ， 则 B 城 胜出 ， 因 为 C 和 了 D 城 居民 在 第 二 轮 会 投票 给 B 城 。 
(b) 若 采用 一 轮 多 数 当 选 制 ， 则 A 城 胜 出 ， 因 为 其 人 口 最 多 。(c) 若 采用 排序 复 选 法 ， 则 C 
城 胜出 ， 因 为 其 在 第 二 轮 中 获得 D 城 的 选票 而 排 第 一 ， 在 第 三 轮 中 又 获得 B 城 选 票 而 最 终 
当选 。(d) 若 采用 库 姆 斯 法 ， 则 B 城 胜出 ， 因 为 A 城 在 第 一 轮 被 淘汰 ， 第 二 轮 其 选票 给 B 
城 ，B 城 获得 绝对 多 数 。(e) 若 采用 波 达 法 ， 则 D 城 胜出 ， 因 为 大 部 分 人 把 D 城 作为 第 二 选 


择 ， 总 评分 最 高 。 
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总 之 ， 每 个 城市 都 有 可 能 当选 ， 就 看 用 哪 种 投票 方法 ， 这 么 看 来 
哪 种 也 不 可 靠 。 

但 在 这 一 例子 中 ， 有 一 座 城 最 能 服 众 一 一 B 城 ， 因 为 面 对 任 一 其 他 
城市 ，B 城 的 支持 者 都 肯定 超过 半数 。4 座 城 分 8 组 ， 两 两 对 决 即 可 见 
分 晓 ( 表 17.1)。 不 管 对 谁 都 能 获胜 的 ， 称 为 “ 孔 多 塞 顾 家 ”， 得 名 自 孔 
Z3EDEBE, fi 18 世纪 末 第 一 批 从 数学 角度 研究 选举 代表 性 的 人 之 一 。 





表 17.1 4 座 城 按 8 组 两 两 对 决 ，B 城 总 胜出 ， 称 为 “ 孔 多 塞 赢家 ” 


孔 多 塞 法 














所 以 ， 只 要 找到 “ 孔 多 塞 顾家 ”， 大 家 都 服气 ， 问 题 就 解决 了 。 这 
看 似 不 错 ， 但 事情 没 这 么 简单 。 在 某 些 情 况 下 ， 这 样 的 候选 者 不 存在 。 
可 举 的 例子 很 多 ， 比 如 在 体育 比赛 中 ，3 支队 伍 互 有 胜 负 ， 谁 也 不 比 
谁 强 。 同 样 , 没有 任何 一 只 宠物 小 精灵 的 属性 ”可 谓 最 强 , 猜拳 游戏 中 
的 石头 、 剪 刀 、 布 谁 也 不 会 必 胜 。 

这 种 现象 称 为 “ 非 传递 性 ”， 当 候选 人 达到 3 个 以 上 时 就 可 能 出 
现 。 假设 A、B 和 C 三 人 参加 选举 ， 选 民 分 成 三 派 ， 选 择 如 下 : 








e 35% 认 为 A>B > Ci; 
e 24% 认 为 B > C > Ai 
e 41% 认 为 C>A>B。 





中 ”宠物 小 精灵 的 属性 会 影响 战斗 结果 : 比如 ， 水 克 火 ， 火 克 草 ， 草 又 克 水 。 
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由 此 可 知 ，65% 的 人 认为 C 比 A 强 ,，76% 的 人 认为 A 比 B 强 ， 
59% 的 人 认为 B HE CHo WR C 当选 (一 轮 或 两 轮 多 数 当 选 制 )， 仍 
有 超过 一 半 的 人 认为 B 更 能 胜任 。 总 之 ,在 某 些 情况 下 ,“ 孔 多 塞 赢 
家 ”不 存在 。 但 如 果 存 在 ， 如 动物 园 选 址 的 例子 ， 各 种 选举 方法 能 否 
把 赢家 找 出 来 ? 答案 又 令 人 失望 : 上 述 5 种 方法 都 不 能 保证 做 出 最 佳 
选择 。 不 难 想象 ， 某 位 候选 人 被 所 有 选民 列 为 第 二 人 选 。 在 多 数 当 选 
制 中 ， 这 位 候选 人 无 任何 当选 的 可 能 ， 但 如 果 和 其 他 候选 人 单个 对 决 ， 
他 都 会 胜出 。 

幸好 ， 十 几 位 数学 家 向 孔 多 塞 修 项 伸 出 了 援手 。 他 们 提出 了 一 些 
方法 ， 只 要 “ 孔 多 塞 赢家 ”存在 ， 就 一 定 能 找 出 来 。 经 济 学 家 邓 
肯 “ 布莱克 于 20 世纪 初 提出 了 最 简单 的 一 种 方法 ， 综 合 了 两 种 选举 方 
ik: 选民 先 按 喜好 给 候选 人 排序 ， 然 后 按 孔 多 赛 法 让 候选 人 两 两 对 决 ; 
如 果 孔 多 塞 启 家 存在 ， 即 会 胜出 ; 知 不 存在 ， 就 按 波 达 法 给 候选 人 打 
分 ， 以 决胜 负 。 布 莱克 的 方法 保证 了 存在 “和 孔 多 塞 赢家 ”时 将 其 选 出 ， 
不 存在 时 ， 最 终 当 选 者 也 代表 了 民意 。 




















阿 罗 来 了 


要 不 要 放弃 所 有 多 数 当选 制 ， 改 用 布莱克 方法 ， 或 其 他 孔 多 塞 法 
的 变 体 ? 

其 实 不 用 急于 定论 ， 因 为 就 连 孔 多 塞 法 也 不 能 保证 选举 是 “民主 ”的 。 

1951 年 ， 肯 尼斯 * 阿 罗 研 究 了 什么 样 的 投票 过 程 才能 算 民 主 。20 
年 后 ， 他 获得 了 诺 贝尔 经 济 学 奖 。 假 设 最 少 有 3 名 候选 者 ， 最 终 只 选 
出 1 人， 选民 按 喜 好 程度 给 候选 人 排序 。 阿 罗 指 出 ， 民 主 选举 应 符合 
三 大 原则 。 

其 一 ， 普 遍 原 则 : 任何 排序 都 不 能 先 验 被 否 。 比 如 ， 完 法 不 能 禁 
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止 选民 将 30 岁 以 下 候选 人 排 在 未 位 。 前 文 各 选举 方式 都 符合 此 原则 。 

其 二 ,全 体 原则 : 如 果 每 个 选民 都 觉得 A 比 B 强 ， 那 最 后 结果 也 
应 该 是 A 比 B 强 。 这 是 理所当然 的 事 ， 前 文 各 选举 方式 也 都 符合 。 

其 三 ， 独 立 原则 : 备 选 不 应 影响 相对 排序 。 这 就 有 问题 了 ， 两 位 
候选 人 的 最 终 排序 只 应 取决 于 每 个 选民 的 偏好 ， 也 就 是 说 ， 如 果 男 有 
第 三 位 候选 人 退 选 ， 此 二 人 排序 不 变 。 前 文 的 选举 方法 中 没有 一 个 符 
合 该 原则 。 比 如 在 动物 园 选 址 的 例子 中 ， 若 采用 一 轮 或 两 轮 多 数 当 选 
制 ，A 城 胜 过 D 城 ; 但 如 果 C 城 宣布 退出 ， 其 选票 会 转 给 D 城 ，D 城 
就 会 胜 过 A Io 

于 是 ， 肯 尼斯 * 阿 罗 提 出 问题 : 同时 符合 以 上 三 个 原则 的 民主 选 
颖 该 是 什么 样 的 ?数学 分 析 的 结论 令 人 吃惊 : 只 有 一 种 选举 方式 能 称 
为 “民主 ”， 那 就 是 “独裁 ”一 一 某 一 选民 的 排序 即 决定 所 有 候选 人 的 
最 终 排序 ， 不 管 其 他 选民 的 意愿 。 这 当然 不 行 ， 于 是 民主 选举 有 了 第 
四 条 原则 一 一 非 独 裁 原则 。 根 据 “ 阿 罗 不 可 能 定理 ”， 如 果 选 举 至 少 有 
3 名 候选 人 和 2 名 选民 ， 则 不 可 能 同时 符合 普遍 、 全 体 、 独 立 、 非 独 
裁 这 四 条 原则 。 

解决 办 法 还 是 有 的 ， 因 为 阿 罗 的 定理 只 适用 于 排序 选举 。 其 实 ， 
可 以 让 选民 给 每 位 候选 人 评级 ,分 为 “优秀 ”"”“ 良 好 ”一 般 ”“ 及 格 ” 
竺 级别， 最终 结果 取决 于 大 部 分 人 的 评级 ， 也 就 是 一 个 由 至 少 50% 
以 上 的 选民 决定 的 中 间 值 。 这 一 系统 由 两 位 法 国学 者 里 达 ' 拉 腊 基 
和 米 歇 尔 . 巴林 斯 基 发 明 。 巴 林 斯 基 还 证 明了 比例 代表 制 选举 必 有 
悖 论 。 

将 此 法 用 于 动物 园 选 址 ( 表 17.2 )， 选 民 按 距离 评级 。 首 府 A 的 
ERFARA ME”, B 城 为 “一 般 ”, C 城 和 DD 城 都 是 “及 格 ”。 
其 他 城市 的 居民 也 作出 自己 的 判断 。 最 后 只 有 DD 城 获得 “良好 ”， 其 
他 城市 都 是 “一 般 "。 因 为 D 城 人 口 占 20%， 自 然 有 20% 的 人 将 其 评 
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为 “优秀 "， 而 B 城 和 C 城 的 人 会 把 D 城 评 为 “良好 ”， 又 占 到 4576, 
就 是 有 50% 以 上 的 人 给 予 D 城 “良好 ”及 以 上 评级 。 


表 17.2 多 数 评级 制 
























































多 数 评级 抽 
M E e a 
A | R3 一 般 及 格 及 格 | a- 
B! œ s 一 般 良好 | 一 般 + 
c | me 一 般 m RE | 一 般 + 
D | ze RE 良好 i5 | 良好 - 















































如 采用 多 数 评级 制 ， 最 终了 城 胜 出 ， 因 为 有 多 于 5096 的 人 给 出 了 “良好 ”及 以 上 的 
评级 。50% 以 上 的 人 给 予 其 他 3 座 城 “ 一 般 ” 及 以 上 的 评级 ， 按 评级 更 高 和 更 低 者 就 
多 作 区 分 。 例 如 ，A 城 的 多 数 评级 为 “一 般 ”， 但 评级 更 低 者 (41% ) 多 于 评级 更 高 
者 (35% )， 就 以 减 号 ( —) 表示 。B 城 和 C 城 评 级 更 高 者 多 于 评级 更 低 者 ， 就 以 加 号 
(+ ) 表示。 


在 此 方法 中 ， 就 算 再 多 一 个 候选 者 ， 也 不 影响 其 他 候选 者 的 相对 
edn 然而 世事 无 完美 ， 
此 方法 较 难 执行 ， 其 优点 明显 ， 但 过 程 令 人 费解 ， 比 起 多 数 当选 制 ， 
需要 耗费 更 大 的 人 力 和 物力 。 

选举 方法 如 此 多 ， 最终 选 哪 种 制度 恰恰 说 明 “ 选 举 ” 完 全 是 出 于 
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政治 目的 。 多 数 当 选 制 要 求 候选 人 得 到 大 多 数 人 的 青睐 ， 所 以 候选 人 
想 胜 出 就 要 多 结盟 ， 尤 其 有 好 儿 轮 选举 的 时 候 。 这 经 常 导致 两 大 党 派 
轮流 坐庄 ， 而 把 小 党 派 排 挤 在 外 。 孔 塞 多 法 可 以 选 出 毫 无 争议 的 胜 者 ， 
多 数 评级 法 能 体现 大 多 数 人 的 喜好 ， 候 选 者 改变 也 不 会 影响 。 如 何 投 


票选 出 最 佳 选举 制度 呢 ? 这 也 是 个 问题 。 











x k 米 


“亲爱 的 同胞 们 ， 我 决定 修 宪 ， 改 变 国 家 元 首选 举 制 度 。 我 
庄严 请 求人 民 来 决定 采取 何 种 方式 最 妥当 。 认 为 一 轮 多 数 当 选 
制 最 佳 ， 请 参加 5 月 19 日 的 公投 。 党 得 两 轮 多 数 当 选 制 更 好 ， 
请 参加 5 月 19 日 及 26 日 的 公投 。 如 希望 采用 波 达 法 ， 请 给 它 
打 4 分。 如 果 倾 向 多 数 评级 法 ， 请 评 其 为 “优秀 "。 








àh 

EE 

nui 
| 


在 宜家 : 

“你 妈 过 生日 就 送 这 个 食物 料理 机 好 了 ， 和 希望 她 会 喜欢 。 我 
们 都 转 了 两 个 半 小 时 了 .………: » 

"ko MAFF, MRH, RINI, RA ET” 


x k k 


你 安心 地 走 在 大 街 上 ， 准 备 去 街角 的 报亭 买 本 最 新 的 数 独 杂 志 ， 
结果 被 黑社会 绑架 了 ! 几 小 时 后 ， 你 在 陌生 的 地 方 醒 来 …… 很 快 你 发 
现 ， 这 是 个 巨大 的 方形 迷宫 ! 超人 在 度假 ， 蝙 蝙 侠 正 忙 着 和 企鹅 人 战 
斗 ， 要 走出 这 阴森 的 迷宫 只 有 靠 自己 了 。 

你 面前 有 3 条 路 ， 怎 么 选 





选择 向 前 ， 转 到 1。 
e 选择 向 左 ， 转 到 4。 
选择 向 右 ， 转 到 6。 
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1. 向 前 走 
面前 有 3 条 路 。 


e 向 前 走 ， 转 到 1。 
e 向 左 走 ， 转 到 4。 
e 向 右 走 ， 转 到 6。 


2. 向 前 走 


你 意识 到 ， 频 走 一 通 是 不 行 的 。 怎 么 办 ? 





e 继续 坚持 ， 随 机 再 选 一 条 


路 ， 转 到 3。 
e 你 觉得 要 好 好 想 想 


， 使 用 更 好 的 算法 ， 转 到 5。 





3. 老鼠 瞎 走 法 

这 是 走出 迷宫 最 简单 的 方法 : 在 每 个 路 口 随机 选择 路 线 ， 比 如 ， 
靠 找 骨 子 决 定 。 按 此 方法 ， 在 时 间 的 尽头 到 来 之 前 ， 有 100% 的 概率 
3E ] 


出 迷宫 ! 但 找到 出 口 所 用 的 时 间 可 能 极为 漫长 。 怎 么 办 ? 


e 使 用 老鼠 有 瞎 走 法 ， 转 到 15。 
e 寻找 其 他 方法 ， 转 到 5。 








4. 向 左 走 
面前 有 2 条 路 。 


e 向 前 走 ， 转 到 2。 
e 向 右 走 ， 转 到 6。 


5. 右手 触 墙 法 





你 也 许 曾 听 说 过 有 一 种 方法 可 以 走出 迷宫 ， 叫 作 “ 右 手 触 墙 法 ”: 
边 走 边 以 右手 触 墙 ， 右手 在 任何 时 候 都 不 离开 墙 面 ， 这 样 便 能 找到 出 
O (图 18.1 )。 用 此 方法 ， 在 合理 时 间 内 必 能 走出 迷宫 ， 但 也 许 要 把 迷 
BER., BAI? 











e 使 用 “右手 触 墙 法 ”， 转 到 11。 
e 寻找 其 他 方法 ， 转 到 7。 


图 18.1 “右手 触 墙 法 ”示意 图 


起 点 在 左上 方 ， 一 直 沿 着 右边 的 墙 或 左边 的 墙 走 ， 只 要 手 不 离开 墙 面 ， 就 能 走 到 出 口 。 
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6. 向 右 走 


面前 有 2 条 路 。 


e 向 前 走 ， 转 到 1。 
e 向 右 走 ， 转 到 6。 


T. ERMA 

















“右手 触 墙 法 ”的 最 大 缺点 是 ， 在 不 完美 迷宫 中 不 管用 (参见 
“IL 右手 触 墙 法 ( 续 ))。 此 时 要 用 普 莱 奇 (Pledge) 法 ， 据 说 由 12 
岁 的 英国 男孩 约翰 普 莱 奇 发 明 。 

其 基本 原则 和 “右手 触 增 法 ”一 样 ， 也 是 要 摸 着 增 走 。 不 同 的 是 ， 
在 某 些 情况 下 ， 手 要 离开 增 面 。 实 际 使 用 时 ， 走 迷宫 的 人 在 心中 从 0 
开始 计数 。 先 向 前 走 ， 直 到 碰壁 ， 此 时 计数 加 1， 左 转 并 开始 使 用 
“右手 触 墙 法 "。 每 次 向 左 加 1， 向 右 减 1。 如果 计数 归 零 ， 则 可 以 放 开 
墙壁 ， 径 直 前 行 ， 直 到 碰壁 ( 图 18.2 )。 严 格 按 这 一 方法 ， 就 不 会 困 于 
迷宫 的 孤立 中 间 品 。 如 果 刚 开始 往 南 ， 计 数 归 零 时 也 都 往 南 。 如 果 遇 
到 中 间 岛 ， 开 始 转圈 ， 肯 定 在 某 时 会 往 南 ， 此 时 就 可 以 放 开 墙 面 ， 摆 
Wi rp RI 55 o 

这 种 方法 只 能 用 于 平面 正 交 迷宫 ， 即 所 有 转角 丝 为 直角 。 当 然 ， 
方法 改进 之 后 也 可 用 于 其 他 迷宫 ， 不 加 1 或 减 1， 而 是 加 上 或 减 去 转 
过 的 角度 。 但 这 很 难 通过 心算 完成 ， 不 实用 …… 怎 么 办 ? 
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e 使 用 普 莱 奇 方法 ， 转 到 14。 
e 寻找 其 他 方法 ， 转 到 8。 


TEE 


图 18.2 ” 普 莱 奇 法 示意 图 


从 橙色 点 出 发 (计数 为 0 )， 往 南 走 。 碰 壁 之 后 左 转 ， 计 数 加 1， 开 始 使 用 “右手 触 墙 法 ”。 
左 转 加 1 (绿色 )， 右 转 减 1 ( 红色 )， 如 计数 归 零 ， 手 可 离开 墙 面 ( 蓝 色 路 线 )。 


8. 特 雷 莫 法 





你 不 喜欢 普 莱 奇 法 ? 可 以 理解 ， 这 种 方法 太 机 械 了 ， 根 本 就 是 给 
机 和 人妖 人 用 的 。 各 种 摸 增 走 的 方法 暂且 不 说 了 ， 我们 看 看 按 路 线 走 的 方 
法 。 最 主要 一 种 是 特 雷 莫 (Trémaux) 法 ， 得 名 自 法 国 数学 家 查 
He 皮 埃 尔 ' 特 雷 英 。 此 法 必 能 找到 出 口 , 但 需要 投入 小 小 的 劳 
动 一 一 标记 路 线 。 

你 有 粉笔 吗 ?” WRT. 


























e 点 数 1 和 2， 转 到 10。 
e 点 数 3 和 4， 转 到 16。 
e 点 数 5 和 6 或 更 多 ， 转 到 13。 
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9. 宝藏 


茶 喜 你 找到 宝藏 了 ! 现在 你 有 用 不 完 的 钱 ! TERT ! 





10. 特 雷 莫 法 之 “回头 路 ” 


你 的 左 裤 兜 里 刚好 有 支 粉 笔 ， 可 以 用 特 雷 莫 法 。 用 粉笔 标记 走 过 
的 路 线 。 遇 路 口 时 ， 在 没有 走 过 的 路 线 中 随意 选择 一 条 路 。 如 果 走 人 
死 衣 同 ， 就 转身 走 回 上 一 路 口 。 如 果 走 到 某 路 口 ， 但 所 有 路 线 都 已 走 
过 ， 就 折返 。 如 果 某 一 路 口 的 所 有 路 线 都 走 不 通 ， 就 回 到 上 一 个 路 口 
(图 18.3 )。 























4 


图 18.3” 特 雷 莫 法 示意 图 





橙色 圈 为 起 点 ， 终 点 是 地 窖 。 第 一 路 口 向 右 转 ， 然 后 向 左 转 ， 第 二 路 口径 直 走 。 结 果 回 
到 已 走 过 的 路 ， 要 折返 。 





此 方法 其 实 最 直观 ， 就 是 把 所 有 的 路 都 走 一 遍 ， 除 了 : 
如 果 回 到 起 点 ， 说 
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折返 不 重复 。 
明 已 走 忆 迷宫 所 有 路 线 ， 没 有 出 口 :…… 特 雷 英法 并 
不 保证 路 线 最 短 。 怎 么 办 ? 
e 使 用 特 雷 英法 ， 转 到 12。 
e 彻底 放弃 所 有 和 希望 ， 担 





E 胸 顿 足 ， 转 到 16。 
11. 右手 触 墙 法 ( 续 ) 








意外 的 是 ， 你 所 在 的 迷宫 不 幸 是 一 个 “不 完美 
与 其 他 部 分 相连 ， 形 成 所 谓 的 “中 间 
就 可 能 绕 中 间 岛 打转 (图 18.4). 


B 
I 


, 迷宫 
HU o 


ET 
Es 





一 些 墙 不 
育 目 坚持 “右手 触 墙 法 ”， 








玩家 在 迷宫 内 开始 走 
或 右边 墙 ) 


图 18.4 在 不 完美 迷宫 中 使 用 “右手 触 墙 法 ” 
， 而 非 像 之 前 那样 由 外 部 进入 迷宫 
回 起 点 ， 一 直 转 圈 ， 无 法 到 达 出 口 。 





如 果 一 直 沿 墙 走 (不 管 左边 墙 
事实 上 ,“ 右 手 触 墙 法 ”只 适 于 以 下 两 种 情况 。 
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迷宫 为 平面 型 (无 楼 层 ) 且 “ 完 美 ”， 即 出 入 口 之 间 只 有 1 条 
路 相连 。 此 时 用 “右手 触 墙 法 ”会 走 遍 整 个 迷 

迷 宣 为 平面 型 ， 出 入 口 都 有 门 与 外 界 相连 一 一 大 部 分 迷宫 如 
此 。 一 进入 迷宫 必须 马上 使 用 “右手 触 墙 法 ”， 和 否则 会 在 中 间 
岛 上 打转 。 











你 在 “不 完美 ”迷宫 里 使 用 了 “右手 触 墙 法 ”， 结 果 无 穷 无 尽 地 绕 
圈 ， 直 到 筋疲力尽 …… 转 到 13。 





12. 胜利 ! 





好 主意 ! 使 用 此 方法 ,你 终于 找到 了 迷宫 的 出 口 ! 你 自由 了 ! 

更 深入 地 人 研究 就 会 发 现 ， 走 出 迷宫 的 方法 有 十 几 种 ， 各 有 特色 。 
有 些 对 记忆 力 的 要 求 太 高 ,不 适用 于 人 类 ; 有 些 置 身 迷 宫 内 可 用 ; 有 
些 需 要 迷宫 的 平面 图 ; 有 些 只 在 出 入 口 是 与 外 界 连通 的 门 时 才 管 用 ; 
有 些 只 能 用 于 平面 迷宫 ; 有 些 在 三 维 迷 宫 中 也 管用 ;有些 可 以 找 出 最 
KKR; 有 些 能 找 出 所 有 路 线 ……… 

总 之 ,你 打败 了 黑社会 老大 的 邪恶 计划 。 茶 喜 ! 














ce 





13. 游戏 结束 


现在 你 死 了 o MESERIE, MAT. H 
回 到 1 重新 开始 。 


co 
hil 
E 
0 中 
EN 
一 
Cn 
o 








普 莱 奇 法 ( 续 ) 

















青 况 有 变 ! 出 口 不 是 通 往外 界 的 一 道门 ， 而 是 一 个 地 下 空间 的 人 
只 会 永远 在 迷 


口 ， 那 里 通 向 自由 。 此 时 采用 普 莱 奇 法 无 法 找到 出 口 ， 只 会 
宫 中 转圈 ( 图 18.5 ) 

















图 18.5 ”出 口 是 迷 宫 中 间 岛 上 一 处 地 下 入 口 ， 此 时 若 使 用 普 莱 奇 法 : 触 到 外 墙 时 ， 


会 一 直 沿 墙 转圈 ， 无 法 找到 出 口 








你 一 直 沿 墙 走 ， 永 远 找 不 到 出 口 ， 最 后 筋疲力尽 。 其 实 采用 “ 老 
BRE” m OC RAE 都 可 以 走出 去 。 转 到 13. 














15. 老鼠 瞎 走 法 ( 续 ) 








你 继续 随机 选择 路 线 。 迷 宫 出 乎 意料 得 大 。 在 实际 情况 中 ， 如 果 
迷宫 2 “老鼠 频 走 法 ”不 实用 ， 只 会 让 你 力 竭 而 亡 。 转 到 13。 
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16. 填 色 法 


无 巧 不 成 书 ， 你 急 得 一 踊 脚 ， 谁 料 把 迷宫 地 图 给 踪 了 出 来 ， 旁 边 
还 有 文笔 。 二 话 不 说 ， 开 始 用 填 色 法 吧 1 

规则 很 简单 ， 把 死胡同 都 填 起 来 。 如 出 现 新 的 死胡同 ,一 样 填 
起 来 。 另 外 还 可 以 标 出 环 路 ， 即 从 某 路 口 开 始 又 回 同 一 路 口 的 路 
(图 18.6 ). 





图 18.6 填 色 法 示意 图 


橙色 为 死胡同 ， 红 色 为 环 路 ， 最 后 剩 下 的 路 线 简 单 明 了 。 如 果 需 要 ， 还 可 再 使 用 其 他 方 
法 ， 如 特 雷 英法 。 
在 完美 型 迷宫 中 ， 填 色 法 可 找 出 起 点 和 终点 之 间 的 唯一 路 线 。 怎 么 办 ? 


e 使 用 填 色 法 ， 转 到 12。 
e 拒绝 ， 转 到 13。 


18 如何 选 总 统 ?  /1061 


x k k 


“终于 走 到 收银 台 了 ! 非 要 用 什么 触 墙 法 ， 结 果 转 来 转 去 走 
了 5 个 半 小 时 。 又 要 用 特 雷 英法， 结果 把 商场 里 的 角落 都 走 遍 
了 。 但 不 管 怎样 终于 到 了 1! 而 且 省 了 不 少 钱 ， 谁 能 想到 角落 里 
的 写字 台 、 镜 子 和 沙发 床 都 那么 便宜 ……” 





“EE, 
“你 猜 ， 
“披萨 ?” 
“RE, 68917 
“水 果 蛋 糕 ?” 
“也 不 是 ， 但 接近 答 


圆 的 、 


今天 晚上 吃 


^» 
a 





今天 晚上 吃 什么 ? 
平 的 ， 好 多 数学 家 研究 ; 


ids 


煎饼 大 餐 。 大 人 和 孩子 一 起 来 品尝 这 种 法 国 布 列 塔 尼 
地 区 的 特色 美食 。 我 们 欢乐 地 把 面粉 、 


牛奶 、 鸡 重 、 糖 和 秘密 调料 


(Bi. Fe. UE. TE EB. EE) 混合 起 来 ， 然 后 从 橱 





EREE h AREA DE, 


的 精髓 。 





做 出 美味 的 煎饼 ， 体 会 布 列 塔 尼 美 食 





摆 盘 十 分 重要 ， 忽 视 不 得 。 
地 摆好 。 许 多 数学 家 都 研究 过 这 


煎饼 不 能 随便 摆 ， 要 从 大 到 小 有 规律 
一 问题 ， 威 廉 * 享 利 ， 盖 获 三 世 就 是 
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其 中 之 一 ， 他 就 是 大 名 鼎鼎 的 比尔 * 盖 茨 ， 微 软 的 创始 人 ， 长 期 占据 
全 球 首富 之 位 。 所 以 别 小 看 翻 煎饼 的 学 问 ! 





19.1 ”法 式 薄 煎饼 ( © David Monniaux. CC BY-SA 3.0. ) 


巧 翻 煎 饼 


信息 论 专家 发 明了 许多 数据 排序 法 ， 各 有 所 长 ， 有 “ 冒 泡 ” 法 
(图 19.2)、“ 插 入 ”法 、“ 快 速 ” 法 、“ 归 并 ”法 、“ 傻 瓜 ” 法 ， 其 至 
“ 意 面 ” 法 。 但 整理 煎饼 堆 时 这 些 方法 不 大 适用 ， 因 为 煎饼 无 法 对 调 ， 
只 能 翻转 ! 
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图 19.2 ”把 一 堆 前 饼 摆 整 齐 有 许多 方法 ， 最 简单 的 就 是 “ 冒 泡 ” 排 序 法 


找 出 位 置 错 误 的 最 大 前 饼 (绿色 )， 挪 到 最 下 面 ， 继 续 这 一 动作 直至 摆好 整 堆 阐 饼 。 以 
此 方法 ， 把 NN 块 痪 饼 摆 整齐 最 多 只 需 NN 次 动作 。 


煎饼 问题 可 以 表述 如 下 : 你 是 著名 煎饼 店 的 送 餐 员 ， 但 贵 店 大 厨 
有 个 缺点 ， 做 出 的 前 饼 大 小 不 一 ， 而 且 就 按 做 出 的 顺序 把 煎饼 番 放 在 
一 起 。 送 餐 之 前 ， 你 得 把 煎饼 由 大 到 小 摆 整 齐 。 你 只 有 一 把 锅 铲 ， 只 
能 伸 到 煎饼 之 间 然 后 整体 反 转 锅 铲 以 上 的 部 分 一 一 这 是 你 唯一 能 做 的 
动作 (图 19.3 )。 若 翻转 次 数 记 为 C(N)， 要 整理 好 NN 张 煎饼， 最 多 要 
翻转 几 次 呢 ? 


图 19.3 ”这 一 操 有 6 张 煎 饼 。 如 果 只 用 锅 镜 翻 转 ， 要 如 何 整 理 好 ? 


1975 年 ， 一 个 名 为 哈里 : 杜威 特 (Harry Dweighter ) 的 人 在 《 美 
国 数学 月 刊 》 上 提出 了 这 一 问题 。 这 其 实 是 雅 各 布 ， 伊 莱 ' 古 德 曼 的 
化 名 ， 意 为 “苦恼 的 服务 员 ”( harry weighter )。 古 德 曼 大 概 是 怕 大 家 
以 为 他 这 个 数学 家 尽 研 究 些 无 聊 的 问题 ， 才 用 了 化 名 。 他 看 到 妻子 整 
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理 毛 巾 而 受到 启发 ， 想 到 此 问题 。 出 于 数学 家 典型 的 偏执 ， 古 德 
想 把 毛巾 从 大 到 小 整理 好 ,但 又 没有 多 余 的 地 方 男 摆 一 操 。 他 绞 尽 
汁 ， 终 于 想 出 怎么 通过 连续 翻转 来 整理 。 在 他 看 来 ， 这 和 摆 前 饼 就 
一 回 事 。 

六 值 很 大 时 ， 还 没有 方法 计算 CCV)， 此 问题 尚 竺 解答 。 但 对 于 N 
值 较 小 的 情况 ， 可 以 通过 列举 所 有 可 能 ， 得 到 答案 。 如 果 只 有 1 块 郁 
饼 ， 无需 翻转 ， 所 以 CQ) 20; 有 2 Een DES, A 2 种 可 能 ， 分 别 需要 
0 次 和 1 次 翻转 ， 所 以 C(2) = 1; 有 3 块 煎 饼 时 ， 有 6 种 可 能 ， 其 中 一 
种 至 少 翻 3 次 才能 整理 好 ， 所 以 C(3) = 3 (图 19.4 )。 如 有 更 多 煎饼 ， 
组 合 会 大 大 增加 ， 不 可 能 再 靠 人 工 计 算 ， 可 以 借助 计算 机 。 但 是 ， 需 
要 计算 的 情况 增加 迅速 ， 最 强劲 的 计算 机 也 力 不 能 及 。 目 前 已 知 的 最 
大 值 是 C(17) = 19。 为 了 计算 出 这 一 值 ， 要 分 析 百 万 亿 种 堆放 方式 。 


i 














ur g 











0 次 动作 3 次 动作 1 次 动作 
2 次 动作 2 次 动作 1 次 动作 


图 19.4 3 块 煎饼 有 6 种 堆放 方式 ， 可 能 至 少 需要 0、1、2、3 次 翻转 才能 整理 好 。 
最 大 值 为 3， 所 以 C(3)=3 
1979 年 ， 比 尔 . 盖 区 和 希腊 信息 学 家 赫 里 斯 托 斯 * HH: 帕 帕 季 米 
特 里 乌 共 同人 研究 了 翻 前 饼 问 题 ， 该 问题 才 广 为 人 知 。 比 尔 * 善 茨 在 
《离散 数学 报 》 上 发 表 了 一 个 巧妙 的 算法 ， 证明 最 大 翻转 次 数 总 在 
17N/16 和 (5N + 5)/3 之 间 。 这 是 他 在 发 明 视 窗 系统 之 前 写 过 的 唯 
篇 论文 。 如 果 他 去 研究 煎饼 学 ， 也 应 当 是 前 途 无 量 。 
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FIH! 





现在 动手 整理 煎饼, 虽然 最 终 前 饼 都 是 要 被 吃 掉 的 。 幸 好 有 个 非 
常 简单 的 方法 ， 所 需 翻转 次 数 不 超 过 2N。 其 原理 和 “ 冒 泡 ” 排 序 法 一 
样 一 一 把 每 块 前 饼 按 从 大 到 小 的 顺序 放 在 该 放 的 位 置 上 。 

操作 很 简单 ， 先 找 出 位 置 错误 的 最 大 藤 饼 ， 插 入 锅 铲 ， 然 后 翻转 
第 一 次 ， 位 置 错误 的 最 大 煎饼 就 到 了 最 上 面 。 再 把 锅 铲 放 在 位 置 正确 
的 最 上 一 块 煎 饼 之 上 ， 第 二 次 翻转 ， 顶 上 那 块 煎 饼 就 归 位 了 (图 
19.5 )。 

每 块 煎饼 需要 2 次 动作 才能 归 位 ， 总 体 最 多 需 2N 次 动作 。 更 准 
确 地 说 ， 最 小 两 块 在 最 糟 的 情况 下 也 只 需 翻 转 1 次 ， 而 不 是 4 次 ， 所 
以 总 体 最 多 需要 2N - 3 次 翻转 。 


EEE 
hz d. 


19.5 ”在 一 操 7 块 煎饼 中 使 用 此 简单 方法 ， 经 过 6 次 翻转 就 可 整理 好 。 
能 否 只 用 5 次 翻转 就 整理 好 呢 ? 

但 是 ， 有 更 快 的 方法 。 上 述 方法 是 把 前 饼 一 块 块 地 放 到 底部 ， 盖 
次 的 方法 则 是 在 一 操 中 找 出 已 排 好 的 几 块 。 他 和 帕 帕 季 米 特 里 马 称 之 
为 “区 块 ”( 其 中 的 前 饼 已 经 按 升序 或 降序 排 好 )， 不 属于 任何 区 块 的 
煎饼 称 为 “自由 ”前 饼 。 

盖 欧 的 方法 是 一 步 步 增加 区 块 中 的 煎饼 数量 ， 直 到 所 有 前 饼 形成 
一 个 区 块 。 具 体 做 法 是 以 尽量 少 的 动作 让 最 项 上 的 那 块 煎饼 接近 某 一 
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区 块 。 实 际 情况 有 很 多 种 ， 最 项 上 的 那 块 前 饼 可 能 是 自由 的 ， 也 可 能 
属于 某 一 区 块 ( 图 19.6 )。 


EL Ge es n 
CH Gem TED 












u—— X E 
pw 








图 19.6 ”整理 煎饼 时 可 能 遇 到 的 10 种 情况 


最 顶 上 的 前 饼 记 为 t{， 按 大 小 顺序 排列 ， 比 它 大 一 号 和 比 它 小 一 号 的 前 饼 分 别 记 为 t+o 
和 ft- o。 如 果 t 属 于 某 区 块 ， 该 区 块 最 底下 的 郊 饼 称 为 {t- ko， 于 是 有 且 仅 有 8 种 可 
能 : (a) t 和 t+o 都 自由 ， 用 1 次 动作 形成 一 个 新 区 块 ; (b) t B d, t+ o 位 于 某 区 块 顶 
部 ， 用 1 次 动作 增 大 区 块 ; (c) tt 自由 ,t+o 和 ft- o 均 在 区 块 底部 ， 用 4 次 动作 将 区 块 
合并 ; (d) fe (e)t 在 区 块 顶部 ,，t +o 自由 或 在 区 块 顶部 ， 用 ] 次 动作 增 大 区 块 ; (f) 和 (g) 
t 在 区 块 顶 部 , t + o 在 区 块 底部 且 t- ko 自由 ， 用 4 次 动作 将 所 有 区 块 合并 ; (h) 和 (0j)t 
在 区 块 顶部 , t + o 在 区 块 底部 ，t- ko 在 区 块 顶部 或 底部 ， 用 2 次 动作 将 3 个 区 块 中 的 
2 个 合并 ; () 已 经 整理 好 。 
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对 于 每 种 情况 都 有 一 系列 相应 的 动作 ， 增 大 区 块 ， 直 到 变 为 图 
19.6 中 的 (Oj) (图 19.7)。 仔细 分 析 可 得 出 ， 最 多 只 需 (5N+5)/3 次 
操作 。 


t t t 
d a d 
t t 
t+0 
e d 结束 


图 19.7. 盖 菊 方法 的 具体 应 用 











只 需 5 次 动作 就 可 把 7 块 前 饼 整 理 好 (这 里 只 体现 出 上 述 a、d、e 三 种 情况 )。 


直到 2009 年 ， 一 支 美国 研究 团队 才 优 化 了 盖 次 和 帕 帕 季 米 特 里 马 
的 算法 ，N 块 煎饼 最 多 只 需 18MW11 次 动作 就 能 整理 好 。2015 Æ, 
此 问题 有 了 新 进展 ， 法 国 南 特 的 某 支 研究 团队 证 明 这 就 是 一 个 “困难 
NP 问题 ” 它 属于 信息 学 上 的 一 类 问题 ， 当 NN 值 变 大 时 ， 难 以 快 
速 解决 。 

不 止 是 比尔 ' 盖世 的 参与 证 明了 摆 前 饼 问 题 值得 探究 。 动 画 片 
《辛普森 一 家 》 的 常 驻 编剧 和 《 飞 出 个 未 来 》( Futurama ) 的 联合 创作 
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人 “ 戴 维 . X. 科恩 在 成 为 编剧 之 前 也 曾 研究 过 煎饼 问 题 的 一 个 变种 : 
每 个 煎饼 都 有 一 面 被 烧 焦 ， 整 理 之 后 不 能 看 到 焦 面 。 

下 次 往 前 饼 上 涂 枫 糖 糖 奖 时 ， 可 别 忘 记 ， 有 人 靠 着 煎饼 成 了 亿 万 
EA! 好 好 想 想 吧 。 





x k k 


“EE, RENAR T” 
“很 好 ， 你 可 以 回去 接着 开发 革命 性 操作 系统 了 。20 分 钟 之 
J& ARTT 





(D 《辛普森 一 家 》 中 经 常 出 现 科学 主题 。 但 《 飞 出 个 未 来 》 中 的 科学 话题 更 
多 ， 包 含 许多 影射 物理 、 数 学 、 信 息 科学 的 内 容 ， 如 V66 号 公路 、 纽 约 第 
m 大道 、 放 映 厅 无 限 多 的 电影 院 ， 等 等 。 戴 维 义 .科恩 毕业 于 哈佛 大 学 物理 
专业 和 伯克利 大 学 信息 科学 专业 。 除 了 他 ,《 飞 出 个 未 来 》 的 编剧 人 员 还 有 
哈佛 大 学 应 用 数学 系 毕业 的 肯 。 基 勒 、 普 林 斯 顿 大 学 信息 科学 系 毕 业 的 杰 
夫 ， 书 斯 特 布鲁克 。 
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小 便器 优选 法 一 


“你 都 喝 了 三 杯 啤酒 了 ， 就 不 想 ……” 
“做 数学 ?” 


x k * 


数学 家 喜欢 研究 十 分 重要 的 问题 ， 比 如 非 局 部 扩散 算 子 第 一 特征 
值 的 上 下 界 。 数 学 家 也 会 研究 十 分 困难 的 问题 ， 比 如 有 限 谱 算 子 舒 
AR - 霍 恩 定理 。 但 如 果 厌 倦 了 这 些 抽象 又 困难 的 领域 ， 他 们 也 会 研究 
一 些 无 关 紧 要 的 问题 。 
加 拿 大 卡尔 顿 大 学 的 信息 科学 家 埃 万 耶 洛斯 :克拉 纳 基 斯 和 美国 
卫斯理 大 学 的 数学 家 丹 尼 ' 克 里 赞 克 便 是 如 此 。2010 年 ， 他 们 共同 署 
名 发 表 了 关于 随机 共 线 传感器 最 大 干扰 的 文章 。 之 后 ， 二 人 决定 放松 
一 下 ， 研 究 一 个 不 那么 环 手 的 问题 : 如 而 时 怎么 选择 小 便 池 。 

两 位 学 者 以 最 严肃 的 科研 精神 ， 发 挥 聪明 才智 写成 一 篇 12 页 的 论 
文 ， 题 为 《小 便器 问题 》( The Urinal Problem )。 问 题 如 下 : 有 一 排 小 
便器 ， 如 果 如 厕 者 不 想 被 打扰 ， 选 哪 一 个 最 好 ? 高 德 纳 曾 用 组 合法 计 
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算 过 斯 坦 福 大 学 信息 科学 系 应 该 多 和 久 换 一 次 厕 纸 。 两 人 看 到 高 德 纳 的 
研究 结果 后 十 分 开心 ， 这 才 有 了 “小 便器 优选 法 ”的 研究 。 











图 20.1 21 个 小 便器 ，1 个 最 佳 选择 …… 选 哪个 ? ( € Norbert Nagel. CC BY-SA 3.0. ) 


重要 问题 要 说 得 具体 。 酒 吧 气 氛 正 浓 ， 你 已 喝 了 3 杯 啤酒 ， 膀 胱 
告急 。 酒 吧 的 厕所 特别 大 ， 而 且 神 奇 的 是 一 个 人 都 没有 。 这 是 个 典型 
的 男 而 所， 方形 屋子 ， 进 去 后 左边 是 一 排 六 个 小 便 咒 ， 右 边 是 隅 间 和 
洗手 池 。 你 ”是 第 一 个 内 急 来 上 厕所 的 人 ,但 门 外 已 有 一 群 啤酒 爱好 者 
在 吵 中 哈喇。 不 巧 的 是 ， 隔 间 的 门 刚 刷 过 漆 ， 现 在 用 不 了 。 既 然 是 来 
方便 嘛 ， 就 要 尽量 “方便 "， 也 就 是 说 ， 最 好 不 要 有 人 站 旁边 。 假 设 小 
便器 都 一 样 干 浆 ， 任 君 选择 ， 选 哪个 才能 醋 畅 淋漓 呢 ? 

直觉 上 ， 离 门 最 远 的 小 便器 应 该 最 好 。 如 果 下 一 个 进来 的 “猛男 ” 
也 只 想 安静 地 撤 泡 尿 ， 他 也 会 选 个 离 你 比较 远 的 小 便器 ， 二 人 相安 无 











(D 下 文中 的 “你 ” 指 站 着 小 便 的 人 。 如 果 不 符 合 你 的 情况 ， 可 默默 将 “小 便 
器 ”替换 成 “椅子 "， 将 “厕所 ”替换 成 “候诊 室 "。 问 题 实质 不 变 ， 只 是 
没 那么 好 笑 。 
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事 地 尿 完 。 但 解答 还 得 靠 数 学 建 模 ! 一 切 都 看 后 来 者 怎么 选 。 模 型 有 
许多 , 但 总 原则 不 变 一 一 大 家 都 想 旁 边 没 人 。 因 此 ， 除 非 不 得 已 ,不 
会 有 人 摊 着 别人 站 。 如 果 必 须 挨 着 ， 此 时 而 所 即 “ 饱 和 ”。 不 “饱和 ” 
时 ， 至 少 应 该 有 1 个 小 便器 ， 两 边 都 没 人 ， 即 为 “孤立 ”; 如 果 仅 一 边 
有 人 ， 称 为 “ 半 抓 立 "”。 因 为 你 第 一 个 进来 ， 你 的 选择 至 关 重 要 : 要 尽 
量 扩大 饱和 所 需 的 人 数 ! 





模型 一 : 人 性 本 懒 





根据 来 此 宝地 后 的 选择 ， 可 以 有 好 几 种 数学 模型 ， 第 一 种 是 “ 懒 
人 模型 ”。 位 置 总 数 很 重要 ， 假 设 进 来 的 人 自动 选择 离 门 最 近 的 孤立 小 
便器 ， 在 此 假设 下 ， 可 有 两 种 情况 : 一 种 是 小 便器 总 数 V 为 偶数 ， 此 
时 ， 饱 和 状态 即 1/2 的 小 便器 被 占用 。 而 此 时 不 管 你 怎么 选择 小 便器 
(位 于 奇数 位 或 偶数 位 )， 饱 和 所 需 人 数 不 受 影响 ( 图 20.2 )。 如 果 小 便 
器 总 数 入 为 奇数 ， 那 么 你 应 该 选 奇 数位 的 小 便器 ，(N + 0/2 个 小 便器 
被 占用 时 ， 厕 所 才 会 饱和 ， 而 不 是 N - 1)/2。 

就 算 布 所 饱和 了 ， 人 不 能 给 尿 北 死 。 这 时 又 该 怎么 办 ”克拉 纳 基 
斯 和 克 里 赞 克 在 文中 设想 了 两 种 情景 。 

第 一 种 ， 新 来 的 人 依旧 遵守 懒 人 原则 ， 即 使 小 便器 非 孤 立 ， 依 旧 
就 近 选 择 。 这 时 ， 你 选择 离 门 越 远 的 位 置 越 好 。 假 设 新 来 的 人 会 优先 
选择 半 和 孤立 小 便器 ， 结 论 也 一 样 。 实 际 上 ， 如 果 你 左手 边 的 两 个 位 置 
都 没 人 ， 按 照 懒 人 模型 ， 后 来 者 更 爱 选择 更 靠 左 的 那个 便 池 。 注 意 ， 
此 时 你 不 应 该 选 倒数 第 二 个 位 置 ， 因 为 饱和 时 ， 你 右边 的 位 置 半 孤立 ， 
很 容易 有 人 选 。 

第 二 种 更 有 可 能 发 生 ， 在 没有 孤立 位 置 之 后 ， 新 来 的 人 随机 选择 ， 
剩 下 的 位 置 被 选中 的 概率 均等 。 此 时 你 应 该 选择 两 端的 位 置 ， 因 为 仅 
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一 边 有 人 ， 感 觉 稍微 好 一 点 吧 。 
总 之 ， 离 门 越 远 越 好 。 


N=10， 选 择 第 6 个 ，5 人 时 饱和 。 


DBOOOOBOOO 


择 第 7 个 ，5 人 时 饱和 。 


O000000OOO 


择 第 6 个 ，5 人 时 饱和 。 


00000000000 


择 第 7 个 ，6 人 时 饱和 。 


QO000OOOOOO 


图 20.2 小 便器 总 数 与 饱和 所 需 人 数 的 关系 


N 为 偶数 时 ， 你 可 以 随意 选择 ， 饱 和 所 需 人 数 一 样 。 比 如 ，N = 10 时 ,不管 选 择 第 6 个 
或 第 7 个 ( 蓝 紫 色 )， 都 要 再 有 4 人 (粉红 色 ) 才 饱 和 。 另 外 要 注意 的 是 ， 如 果 选 择 第 
6 个 ， 则 第 4 个 和 第 5 个 半 孤 立 ， 第 6 人 进来 应 会 选择 二 者 之 一 。N 为 奇数 时 ， 应 选 奇 
数位 小 便器 。 比 如 一 共有 11 个 位 置 时 ， 假 如 选择 第 7 个 的 话 ， 则 还 可 容纳 S 人 ， 选 择 
第 6 个 ， 就 只 能 再 容纳 4 人 。 


让 我 们 用 方程 总 结 一 下 。 设 第 一 人 走 进而 所 时 为 1 = 1， 之 后 依次 
为 1= 2, 3, 4， 等 等 。 如 果 N 为 偶数 ， 则 t= N2 时 饱和 ; 如 有 果 为 奇 
数 ， 若 第 一 人 选择 了 奇数 位 , 则 上 = (QN + 1)/2 时 饱和 ， 奉 第 一 人 选择 
偶数 位 ， 则 t= (QN — 0/2 时 饱和 。 

厕所 饱和 之 后 ， 新 来 的 人 随机 选择 。 如 果 你 选 了 两 端的 位 置 ， 旁 
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边 来 人 的 平均 加 数 ” 为 (W+2)/4 ( 其 中 N 为 偶数 ), 或 者 (W+1)/4 ( 其 中 
N 为 奇数 )。 

如 果 你 开始 选择 了 其 他 位 置 ， 则 旁边 来 人 的 平均 加 数 为 (N+2)/6 
(图 20.3 )。 








旁边 来 人 平均 加 数 et SERAPHIM e 
”饱和 所 需 人 数 Le) "| 饱和 所 需 人 数 
位 置 数 N a 位 置 数 N 





选择 倒数 第 二 位 置 
图 20.3 ”计算 结果 很 清楚 ， 不 管 总 共有 多 少 位 置 ， 离 门 越 远 的 位 置 ， 旁 边 越 不 易 有 人 





模型 二 : 人 性 本 着 


按照 第 一 种 模型 ， 就 算 厕所 很 大 ， 人 也 会 聚 在 一 起 ， 不 符合 实情 。 
我 们 修改 一 下 基本 假设 : 人 性 虽 懒 ， 但 现代 人 要 体面 。 在 此 模型 中 ， 
新 来 的 人 不 会 选择 最 近 的 孤立 位 ， 而 是 选择 离别 人 最 远 的 孤立 位 。 如 
果 好 几 个 位 置 都 符合 条 件 ， 那 么 懒惰 本 性 再 度 发 挥 作用 一 一 选择 这 几 
个 位 置 中 离 门 最 近 的 。 











D 这 一 平均 加 数 符合 负 超 几何 分 布 。 可 以 证 明 ， 此 分 布 的 预期 值 为 w+ T) (a * 1), 
其 中 nn 表示 剩余 的 位 置 ， 在 不 同情 况 下 分 别 为 W2、(V+ 1)/2 (N-1)2), 
而 a 表示 相 邻 位 置 的 数量 ， 对 于 两 端的 位 置 a = 1 ， 对 于 其 他 位 置 qa = 2。 
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这 与 第 一 种 模型 非常 不 同 。 饱 和 所 需 人 数 不 仅 取决 于 位 置 总 数 ， 
还 与 你 这 第 一 人 的 选择 有 关 。 令 人 吃惊 的 是 ， 最 远 的 位 置 这 次 不 一 定 
最 好 (图 20.4 )。 























目 选择 第 14 个 ，6 人 时 饱和 。 


DBIODOBOBOOOO 


JU 


aatal aya a aaa aaa 
000000bobboobonb 


图 20.4 共有 14 个 位 置 ， 使 用 害羞 模型 


如 果 第 一 人 选择 最 后 的 位 置 ， 再 来 5 人 饱和 。 如 果 他 选择 第 10 个 位 置 ， 则 再 来 6 人才 饱 
和 ， 可 记 为 4(14, 14) = 6，4(14, 13) = 5，4(14, 10)=7。 


下 面 来 看 看 ， 如 何 根据 位 置 总 数 N 确定 最 好 的 位 置 。 当 N 值 较 小 
时 ,很 容易 得 出 选择 位 置 j 的 饱和 人 数 ， 记 为 4(N, p. KEAN = 2 时， 
1 人 即 饱 和 ， 于 是 4(2, 1) = 4(2, 2) = 1。 当 总 共有 3 个 位 置 时 ， 选 择 两 
端的 位 置 则 还 可 容纳 1 人 ， 于 是 4(3, 1) = 4(3, 3) 2 2。 但 选择 中 间 位 
置 则 直接 饱和 ， 于 是 4(3,2) = 1. 

WMR V 值 较 大 ， 就 要 用 公式 来 简化 计算 。 假 设 你 (上 = 1) 选择 了 
最 后 位 置 ， 第 二 人 (+ = 2 ) 则 会 选择 第 一 位 置 ， 第 三 人 (t2 3) 要 在 
两 端 已 被 占 的 情况 下 选择 一 个 位 置 。 记 BON) 为 两 端 已 被 占 时 饱和 所 需 
人 数 ， 于 是 有 4(N, N) 22 + BCN)， 对 称 地 有 ，A(N, D =2 + B(N)。 

如 果 一 开始 第 一 人 选择 倒数 第 二 位 置 呢 ?” 此 时 第 二 人 依然 会 选择 
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第 一 位 置 ， 而 且 后 来 者 谁 都 不 会 选择 最 后 位 置 ， 这 时 可 视 为 共有 N-1 
个 位 置 ， 且 两 端 位 置 已 被 占 。 从 第 三 人 开始 ， 要 达到 饱和 所 需 人 数 为 
B(N- D, FHÉÉE AQ, N- D22« B(N- D, 同样 对 称 地 有 ，A(N, 2) = 
2- B(N- 1)。 

如 果 你 这 第 一 人 不 选择 两 端的 第 一 个 位 置 、 第 二 个 位 置 、 最 后 位 
EON) 或 倒数 第 二 位 置 (N — 1) 呢 ? 此 时 ， 你 左右 都 有 足够 多 位 置 ， 
后 来 者 可 以 尽量 靠近 门 ， 也 可 以 尽量 远离 门 。 第 3 人 进来 后 ， 以 你 的 位 
置 分 成 两 部 分 ， 左 边 从 位 置 1 到 位 置 j( 你 的 位 置 )， 共 有 7 个 位 置 ， 右 
边 从 位 置 7 到 位 置 W, 共 N -7 + 工 个 位 置 。 两 部 分 互相 独立 ， 都 可 视 
为 两 端 已 被 占 的 一 组 。 左 边 可 再 有 BO) 个 人 ,右边 可 再 有 BAN -7 1) 
个 人 。 总 之 ， 如 果 第 一 人 选择 7 位置， 则 NRDDERHEAG, ) 234 
BO)+BCN-7+1l) 个 人 安心 解决 内 急 问题 。 

现在 ， 只 要 算出 BON) 即 可 ， 也 就 是 说 ， 总 共有 X 个 位 置 且 两 端 
已 被 占 时 ， 达 到 饱和 所 需 人 数 。N < 4 时， 两 端 被 占 即 饱 和 ， 此 时 
B(N) =0。N > 4 时 ， 第 一 人 可 以 选中 间 位 置 ， 即 位 置 W+ 1)/2 (NJ 
奇数 ) 或 W2 CN 为 偶数 )。 如 上 文 所 述 ，3 人 形成 新 的 分 区 : 左边 从 
第 一 个 位 置 到 中 间 ， 还 可 再 有 BN + 1)/2) 或 B(N/2) 人 (根据 NN 为 奇 
数 或 偶数 ) ; 右边 从 中 间 到 最 后 位 置 ， 还 可 再 有 B((N + 1)/2) X B(N72 
* 0D A. RHEN 为 奇数 或 偶数 )。 



























































1+ B(N) #Jj=LN 
A(N, j)=12+B(N-1) #j=2 N-1 
34- B() B(N- j41) 其 余 


14 B(N) 
B(N, j)-424 B(N -1) 


3- B(J) - B(N—- j 4*1) 





un 
E) 


0 





B(N)- r(e, 


ra| Z) Z 
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函数 4 和 了 都 以 递归 形式 定义 ， 不 到 一 杯 啤 ; 


| 
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j=l, N 
#j=2, N-I 


LN 


KR 


ANZA 
Ti N 为 奇数 


7i 入 为 偶数 








下 的 时 间 就 能 在 手机 





上 编 个 小 程序 算出 来 。 函 数 B 可 简化 为 单一 表达 式 ( 包含 一 堆 对 数 和 
各 种 因 式 )， 但 至 今 无 法 直接 算出 令 AN, J) 最 大 的 j 值 。 对 于 给 定 的 入 
值 ， 可 算出 所 有 j 值 对 应 的 4(N, 让， 由 此 可 以 看 出 ， 最 后 位 置 并 不 总 


是 最 好 的 选择 (X 20.1 )， 并 | 
被 占用 )， 而 最 低 只 有 33% ( 图 20.5 )。 














是 便 池 利 用 率 最 高 可 达 50% (一 半 便 池 












































表 20.1 根据 便 池 总 数 不 同 ， 可 算出 好 位 置 和 坏 位 置 
饱和 所 需 人 数 — 饱和 所 需 人 数 
EBEN 好 位 置 (LL) (Vj) INSEL (ou) (Nj) 
4 1,2,3,4 2 1,2,3,4 2 
5 1,,3;5 3 2,4 2 
6 1,2,3,4,5,6 3 1,2,3,4,5,6 3 
7 3,5 4 1,2,4,6,7 3 
8 1,3,4,5,6,8 4 2,7 3 
9 1,5,9 5 2,3,4,6,7,8 4 
10 15 2,3,5,6,8,9. 10 5 4,7 4 
11 3,9 6 1,2, 4, 5,6, 7, 8, 10, 11 5 
12 3, 4, 5, 8, 8, 10 6 1,.2,6, 7, 11,12 5 
13 5,9 7 1, 2, 12, 13 5 
14 5, 6, 9, 10 7 2,19 b, 
1, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 
5 7 2, 3, 4 12, 13, 14 6 
11, 15 
16 1; 8, 9, 16 4, 13 6 
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最 差 选择 的 利用 率 
a0 便 池 数 量 N 


20.5 ”害羞 模型 产生 的 结果 比较 难 理解 


简单 地 说 ， 便 池 利 用 率 在 33% 到 50% 之 间 ， 但 具体 是 多 少 ， 占 用 哪个 位 置 会 导致 此 利 
用 率 ， 都 很 难说 。 


两 位 大 胆 的 数学 家 没有 就 此 打住 ， 他 们 还 研究 了 “ 醉 鬼 模型 "， 即 
随机 选择 孤立 位 的 模型 。 此 模型 中 依然 是 离 门 越 远 越 好 。 人 们 得 到 答 
案 的 同时 ， 还 能 提出 更 多 疑问 ， 这 才 是 好 的 数学 题 。 如 果 部 分 位 置 已 
被 占 ， 选 择 哪个 位 置 才 好 ? 方便 的 时 间 不 会 无 限 长 ， 厕 所 里 肯定 是 人 
来 人 往 ， 这 会 不 会 改变 最 佳 位 置 ? 如 果 不 是 隔 开 的 小 便器 ， 而 是 沿 着 
墙 脚 的 小 便 池 呢 ? 下 次 泡 酒 吧 的 时 候 再 慢 慢 想 吧 。 
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x k k 


“所 以 说 ， 如 果 我 选 倒数 第 二 个 位 置 ， 穷 边 就 不 会 很 快 来 
A, pe?" 

“这 得 看 你 什么 时 候 去 上 出 所 。 现 在 都 快 夜里 2 点 了 ， 适 用 
醉 鬼 模型 而 不 是 害 盖 模 型 。 我 只 能 跟 你 说 ， 现 在 去 方便 ， 肯 定 
不 方便 1” 
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